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AVERTISSEMENT. 



Les Œuvres scientifiques de Gustave Robin forment 
trois Volumes. 

Mathématiques : un Volume. Théorie nouvelle des fonc- 
tions, exclusivement fondée sur Vidée de nombre. 

Physique : un Volume en deux fascicules. 

i*^ Physique mathématique (Distribution de l'électricité, 
Hydrodynamique, Fragments divers). 

2^ Thermodynamique générale (Équilibres et modifica- 
tions de la matière). 

Chimie : un Volume. Leçons de Chimie physique y pro- 
fessées à la Faculté des Sciences de Paris. 



Le présent Volume contient la Théorie nouvelle des 
fonctions^ exclusivement fondée sur Vidée de nombre. Il 
a été élaboré dans les dernières années de la vie de l'auteur. 
Mais l'idée maîtresse d'où il procède remonte beaucoup plus 
loin : à la fin de nos études au Lycée, nous étions d'accord, 
Robin et moi, sur ce principe que l'Analyse mathématique 
doit être constituée avec la seule idée de nombre, c'est- 
à-dire avec les entiers et les fractions, et que les prétendus 
nombres irrationnels, purs symboles de grandeurs géomé- 
triques incommensurables, doivent en être exclus. 

C'est de ce principe, auquel nous n'avons jamais renoncé, 

que Robin s'inspira quand il eut à enseigner, en 1 892-1 898, 

les éléments de l'Analyse aux étudiants en Physique et 
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Chimie de la Faculté des Sciences de Paris. S'il n'en exposa 
que certaines conséquences à ses auditeurs, il continua d'y 
réfléchir pendant tout le temps que durèrent ses leçons et 
même après que son cours fut terminé : quelques mois plus 
tard, il avait arrêté dans son esprit toute la théorie que 
contient ce Livre. 

Sachant qu'il ne consentirait jamais à l'écrire lui-même, 
je le décidai, pendant les vacances de 1894, à m'en exposer 
chaque jour, suivant ses réflexions du moment, telle ou telle 
partie : le tout fut pris en notes. C'est à l'aide de ces notes 
qu'a été établi le texte de la Théorie nouvelle des fonc- 
tions. Les matières ont été rangées dans un ordre logique; 
il a été aussi opéré quelques retouches; mais le fond de 
l'Ouvrage n'a pas été modifié et c'est la pensée même de 
Robin sur un sujet capital que l'on trouvera ici. 

L'Introduction par laquelle s'ouvre l'Ouvrage me dispense 
d'en donner un aperçu. Je me bornerai à dire qu'il a été 
rédigé en vue de lecteurs possédant déjà une certaine habi- 
tude des Mathématiques, et capables, par conséquent, de 
suppléer quelques raisonnements intermédiaires. Toutefois, 
dans les premiers Chapitres, l'exposition a reçu la forme la 
plus explicite : de cette manière, on pourra se convaincre 
que la théorie nouvelle n'exige pas plus de développements 
de détail que n'en comporte la doctrine classique. Je l'ai 
d'ailleurs soumise à l'épreuve de renseignement, tant à la 
Sorbonne qu'à l'École Normale, sans que mes auditeurs, 
accoutumés pourtant à d'autres méthodes, y aient trouvé 
la moindre difficulté. 

L. R. 
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INTRODUCTIONS 



L'édifice logique qu'est une science de construction dépend 
essentiellement des notions qu'on met en œuvre pour le composer 
et du but qu'on lui assigne. Il faut donc dire d'après quelles vues 
nous entendons constituer l'Analyse mathématique et spéciale- 
ment l'une de ses parties les plus importantes, la seule que nous 
exposerons ici: la Théorie des fonctions d'une variable réelle. 

L'Analyse mathématique est la plus simple de toutes les sciences : 
elle repose sur une idée unique et irréductible, l'idée de nombre. 
Il s'en faut que les autres sciences de construction aient ce même 
caractère de simplicité. La moins complexe de ces sciences après 
l'Analyse, la Géométrie, est fondée sur un ensemble de postulats 
multiples, empruntés à l'expérience, et qui sont loin de rentrer 
tous dans le seul concept de l'étendue. Au contraire, on peut 
édifier l'Analyse tout entière sur la seule idée de nombre : on ne 
l'a pas fait encore, ainsi que nous l'expliquerons tout à l'heure; 
nous le ferons au cours de cet Ouvrage. 

Quant au but que nous assignons à l'Analyse, ce n'est pas le 
plus général qu'on puisse concevoir : il est, au contraire, absolu- 
ment défini. Diverses grandeurs, que nous considérons comme 
mesurables, n'étant pas directement accessibles à l'expérience, 
il arrive souvent que les principes de la science particulière qui 
traite de ces grandeurs permetteut d'établir des relations mathé- 
matiques entre les nombres inconnus qui les mesurent et d'autres 
nombres qui sont connus. Dégager de ces relations les nombres 
demandés sera pour nous le but de l'Analyse mathématique. 
G. R. — I. I 
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Nous allons d'abord donner à la notion de nombre toute l'exten- 
sion nécessaire et préciser la nature des objets auxquels s'appli- 
quera l'Analyse. 

Ensuite nous exposerons les raisons qui nous font écarter de 
notre science, les unes comme inutiles, les autres comme injus- 
tifiés, des notions et des développements qui occupent une place 
centrale dans les traités modernes d'Analyse. 

Enfin nous rappellerons deux faits capitaux, mis en lumière 
par la psychologie expérimentale, auxquels il nous suffira d'avoir 
constamment égard, pour poser, dans les termes les plus favo- 
rables à leur solution, les problèmes mathématiques auxquels 
conduit l'étude des grandeurs. 



Notre objet étant de constituer l'Analyse entière avec la seule 
idée de nombre, le nombre sera le seul élément sur lequel nous 
opérerons ; c'est-à-dire que toute lettre représentera toujours 
pour nous un nombre, au lieu d'être le plus souvent, comme dans 
les théories classiques, le signe d'une grandeur. C'est pourquoi, 
avant d'aller plus loin, il est indispensable, sinon de définir le 
nombre, ce qui est impossible, du moins d'en élucider le concept 
pour le purifier de tout alliage de notions étrangères. 

Nous entendons clairement ce que veut dire compter ou dé- 
nombrer des objets distincts. Le nombre de ces objets, c'est la 
représentation que nous nous formons de leur ensemble lorsque 
nous faisons abstraction de tous les caractères qui les diff'éren- 
cient. Les nombres dont nous acquérons la notion par cette voie 
sont appelés les nombres entiers, La théorie des nombres entiers 
n'a pas d'autre fin que d'enseigner diverses manières de compter 
des objets donnés, ou, inversement, que de trouver combien on 
doit prendre d'objets pour pouvoir les répartir en tels ou tels 
groupes. C'est là ce qu'on entend lorsqu'on parle de propriétés 
des nombres : pour s'en convaincre, il suffit de réfléchir un 
instant à l'énoncé des théorèmes même les plus ardus et les plus 
élevés de l'Arithmétique. 
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Plusieurs propriétés des nombres entiers interviennent dans 
l'Analyse. Aucune n'est plus souvent impliquée que celle-ci : la 
suite des nombres entiers est illimitée. Cela signifie que nous 
pouvons toujours imaginer un objet en sus de ceux sur lesquels 
se porte actuellement notre attention : il n'y a donc rien d'obscur 
dans cette proposition, où plusieurs ont voulu voir un insondable 
mystère. Ce n'est que l'application, faite au plus simple et au plus 
rudimentaire de tous les cas, de notre faculté d'imagination. 

Sur la seule notion de pluralité, c'est-à-dire d'objets distincts, 
qui contient toute l'Arithmétique des nombres entiers, on a 
essayé de fonder une théorie des fractions. Dans celte théorie, 
les fractions sont des couples de nombres entiers qui jouissent 
par définition des propriétés qu'on leur découvre par voie de 
démonstration, lorsqu'on leur assigne pour origine la partition 
des grandeurs. On a constitué de la sorte un système cohérent, 
dans lequel on a cherché et réussi à éviter toute contradiction. 
Mais les fractions ainsi introduites ne peuvent pas être considérées 
comme des nombres. Or l'utilité des fractions consiste précisé- 
ment en ce que, dans les applications, on les considère comme 
des nombres, aussi bien que les entiers. Nous rejetterons donc 
cette théorie purement verbale et nous allons chercher une autre 
voie qui nous conduise à la notion de nombre fractionnaire. 
Cette voie, nous la trouverons en restreignant l'indétermination 
des objets sur lesquels s'exerce le calcul. Nous ne considérerons 
plus ces objets simplement comme étant distincts, mais nous leur 
attribuerons en outre des propriétés (trois d'abord et bientôt une 
quatrième) qui sont communes à toutes les grandeurs mesurables 
et qui pourraient appartenir aussi à d'autres objets logiques. 

Première condition. — Ils seront équivalents ; c'est-à-dire 
qu'on pourra les substituer les uns aux autres en vue de certaines 
fins déterminées. 

Deuxième condition. — En les groupant d'une certaine ma- 
nière (et ce n'est pas à l'Analyse, mais aux diverses sciences spé- 
ciales, qu'il appartient d'indiquer en quoi consiste ce groupe- 
ment), on forme un nouvel objet, qui est défini d'une manière 
suffisante et complète par le nombre de ses parties aliqùotes, 
c'est-à-dire parle nombre des objets équivalents qui le constituent. 
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Troisième condition. — Les objets (A), (A'), . . . obtenus en 
groupant /i, /i', ... objets (a) peuvent eux-mêmes être groupés 
entre eux suivant le même processus et l'objet qui résulte de 
leur réunion est identique à celui qu'on formerait en réunissant 
directement les objets (a) qui composent (A), (A'), .... En 
outre, l'opération du groupement est réversible, c'est-à-dire 
qu'il existe un moyen de défaire les groupes formés, de façon à 
retrouver sans gain ni perle les éléments (a) d'où Ton était parti. 

(Il va sans dire que les objets dont il est question ici ne sont 
pas les êtres concrets que nous offre la nature, mais les objets que 
nous déduisons par abstraction de ces êtres, en les dépouillant de 
certains caractères dont la présence pourrait les empêcher d'être 
conformes à la définition qui résulte de nos hypothèses actuelles.) 

Les hypothèses que nous venons d'énoncer ne surchargent 
l'idée de nombre d'aucune notion complémentaire; remarquons 
bien, en effet, qu'elles consistent purement et simplement à ap- 
pliquer ridée de nombre à des objets d'une nature particulière. 
Elles nous permettent d'envisager le nombre d'un point de vue 
nouveau. Le nombre ne nous apparaît plus comme un total, mais 
comme un nom ou un numéro d^ ordre. Les opérations élémen- 
taires de l'Arithmétique n'ont plus pour but de compter des 
objets qu'on a réunis ou séparés par diverses combinaisons; elles 
ont maintenant pour fin de créer de nouveaux objets par divers 
groupements d'objets donnés. Le nombre qui est le résultat de 
l'opération est précisément le nom ou le numéro de l'objet que 
cette opération a servi à créer. 

Cette nouvelle manière d'envisager le nombre entier nous con- 
duit directement à la notion de nombre fractionnaire ; voici 
comment. L'objet (A), formé par la réunion de n objets équiva- 
lents (a), peut être lui-même pris pour unité, c'est-à-dire ap- 
pelé un. Chacun des objets (a) qui le composent sera dénommé 

un n'^"* et représenté par ; l'objet formé par deux objets (a) sera 



n 
1 



dénommé deux n*^™®* ou -, • • •; l'objet formé par p objets (a) 

sera dénommé p n*^*"®* ou -• Les noms abstraits -, -, • • -, — qui 

^ n n n n ^ 

nomment ces objets sont appelés nombres fractionnaires ou 
fractions. 
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Deux fractions sont égales quand elles nomment deux groupes 
composés du même nombre d'objets équivalents. 

Ces définitions suffisent pour démontrer la propriété fonda- 
mentale des fractions : Si une fraction - a ses termes équi- 

multiples de ceux dUine autre fraction —,9 elle lui est égale. 

En effet, supposons p égal à 9 fois/?', n égal à 9 fois ni. Groupons 
9 à 9 les n objets (a); nous formons ainsi n' objets (a'), qui sont 
équivalents en vertu de nos hypothèses. Réunissons maintenant 
les n' objets (a') ; nous formons ainsi un objet qui, par hypothèse, 
est identique à l'objet (A) résultant de la réunion directe des 
n objets (a). Cet objet (A) est, nous l'avons dit, pris pour l'unité. 
Par conséquent, d'après nos définitions, chacun des objets (a') 

doit être dénommé — > et l'objet formé par le groupement dé/?' 

de ces derniers doit être appelé — , • Mais celui-ci comprend juste 

autant d'objets (a) que l'objet dénommé — > savoir /?, puisque/? 

est égal à/?' fois 9. Il lui est donc, par hypothèse, identique, ce 

que nous exprimons en disant que les deux fractions - et —, sont 

égales. 

Nous ne définissons pas l'addition des objets vagues que nous 
considérons. Additionner deux fractions ce ne sera donc qu'ajou- 
ter, au sens que ce mot aura dans chaque cas particulier, les deux 
objets que nomment ces fractions. Mais les propriétés dont ils 
sont doués par nos hypothèses suffisent pour démontrer que, 

additionner les deux objets - et — ,> c'est réaliser l'objet dont le 

, pn' -h np' 

nom est j-^ • 

nn 

De même, nous ne spécifions pas ce que c'est que fractionner 
l'objet unité; mais on saura, grâce à nos hypothèses, ce que c'est 
que prendre les | de l'objet f , quand on connaîtra le processus 
par lequel on forme l'objet y en partant de l'objet unité. 

Ces indications, qu'il serait facile de développer, contiennent 
toute la théorie des fractions; de sorte que les trois hypothèses 
ci-dessus suffisent pour constituer cette partie de l'Analyse, qui 
est l'Arithmétique. 
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Mais on prévoit, dès maintenant, une sérieuse difficulté. En 
partant d'objets déterminés, au nombre de /i, pour en constituer 
l'unité, nous ne pouvons concevoir et définir que les fractions 
dont le dénominateur est n ou un diviseur de n. On pourrait 
lever en partie cette difficulté si, au lieu de grouper les objets 
n. k n pour en former des unités nouvelles, on les réunissait 
1 . 2 . 3 . . . /i à 1 . 2 . 3 . . . /i ; on obtiendrait ainsi toutes les fractions 
de dénominateurs inférieurs ou égaux à 1.2. . ./?. Mais les appli- 
cations de l'Analyse aux phénomènes naturels exigent que l'on 
considère des fractions à dénominateur indéfiniment crois- 
sant. C'est en vain qu'on essaierait de tourner l'obstacle en pre- 
nant un nombre de plus en plus grand d'objets déterminés pour 
en constituer l'unité nouvelle; car, chaque fois qu'on augmen- 
terait ce nombre, on changerait, par cela même, l'objet pris pour 
unité. Or, on s'aperçoit bien vite, en faisant des applications, que 
c'est précisément l'unité qui doit rester fixe dans tout le cours 
d'un calcul. C'est pourquoi nous allons imposer aux objets qui 
nous occuperont une dernière condition, qui, jointe aux trois 
autres, nous permettra de constituer l'Analyse proprement dite. 

Quatrième condition. — Chaque objet peut être considéré 
comme un groupe formé d'un nombre illimité (c'est-à-dire arbi- 
traire et aussi grand qu'on veut) d'autres objets équivalents entre 
eux. 

Par là, notre conception première des fractions est un peu mo- 
difiée. Nous ne partons plus d'objets déterminés, indécompo- 
sables, pour composer, avec ces objets, l'objet unité. Nous sui- 
vons la marche inverse. Nous commençons par fixer l'unité et 
nous la décomposons en un nombre arbitraire de parties aliquotes, 
sans que jamais cette décomposition puisse, en vertu de la nature 
même des objets surlesquels nous opérons, être considérée comme 
ayant un terme nécessaire. Du reste, rien n'est changé par là aux 
propriétés des fractions. 

Il peut arriver que les objets particuliers dont nous venons de 
compléter la définition soient susceptibles de recevoir deux des- 
tinations opposées et deux seulement. Il peut alors être com- 
mode, sans que cela soit indispensable, de conserver dans les 
transformations qu'on fait subir à ces objets la trace de cette 
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double destination. Or, comme ces objets sont, d'après nos hypo- 
thèses, parfaitement caractérisés par le nombre qui est attaché à 
chacun d'eux, les transformations dont il s'agit se traduiront par 
des opérations numériques; et nous donnerons aux résultats de 
ces opérations le signe -j- ou le signe — suivant qu'après sa trans- 
formation finale l'objet a conservé sa destination primitive ou a 
reçu la destination opposée. Par exemple, multiplier 5 par — 3 
ce sera effectuer l'opération qui consiste à tripler l'objet qui con- 
tient 5 unités de son espèce et à donner à l'objet triplé une des- 
tination opposée à celle de l'objet primitif. On déduirait sans 
peine de ce que nous venons de dire les règles du calcul des 
nombres négatifs. 

Nous sommes maintenant en possession de tous les éléments 
nécessaires pour constituer entièrement l'Arithmétique et l'Ana- 
lyse, et nous n'y ajouterons plus rien. Ces deux sciences ne repo- 
sent donc, nous y insistons, que sur l'idée de nombre. Seulement 
cette idée n'y est plus appliquée à tous les objets dénombrables 
possibles; elle n'est appliquée qu'à certaines catégories d'objets 
dénombrables, définies par les quatre hypothèses qui précèdent. 
Nous avons appris du même coup à reconnaître à quelles sciences 
peut s'appliquer l'Analyse : ce sont celles qui étudient les objets 
assujettis à ces quatre conditions. L'Arithmétique fondée sur les 
considérations précédentes est, à certains égards, une science 
beaucoup plus restreinte que la Théorie des nombres entiers. 
Quant à l'Analyse, dont l'objet principal est l'étude des fonc- 
tions, que nous définirons bientôt, c'est un prolongement de 
l'Arithmétique, une Arithmétique généralisée par l'introduction 
de fractions à dénominateurs illimités, c'est-à-dire arbitraires et 
aussi grands qu'on veut. 



En constituant l'Analyse tout entière avec la seule idée de 
nombre, nous en excluons deux idées qu'on est habitué à y voir 
intervenir, mais qui sont absolument distinctes de l'idée de 
nombre et qui, transportées de l'étude des grandeurs dans le 
domaine de l'Analyse, ont faussé l'esprit de cette science et l'ont 
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fait dévier, soit vers des développements relatifs à des grandeurs, 
soit vers des développements purement verbaux : ce sont les idées 
dî* infiniment petit et de limite. 

D'après la définition que nous avons donnée des fractions, il 
est très facile de décider si une fraction est plus petite qu'une 
autre; mais on ne peut pas dire qu'il y ait des fractions infini- 
ment petites ou tendant vers zéro, ni même qu'il y ait des frac- 
tions petites et voisines de zéro. En fait, il ne peut pas y avoir de 
fraction tendant vers zéro, car chaque fraction représente un 
objet, tandis que zéro est le signe de l'absence de lout objet. On 
ne peut pas dire non plus qu'aucune fraction soit voisine de zéro; 
car, du point de vue purement numérique où nous sommes placés, 
nous ne pourrions juger de Tinlervalle qui existe entre zéro et 
cette fraction que par le nombre de fractions susceptibles de s'y 
intercaler : or on peut y en intercaler autant qu'on veut. De là 
suit que cette expression une fraction aussi petite qu'on veut 
n'a aucun sens par elle-même. Néanmoins, nous pouvons lui en 
attribuer un, en l'employant pour désigner une fraction dont le 
numérateur ne dépasse pas un certain entier déterminé et dont le 
dénominateur est un nombre aussi grand qu'on veut. C'est là une 
pure définition de mots, qui ne préjuge nullement que l'objet 
représenté par la fraction en question occupe dans l'espace une 
petite étendue, vu que cet objet peut, en particulier, ne pas 
rentrer dans la catégorie de l'espace. 

Quant à la notion même d^ infiniment petit, dont nous n'avons 
pas besoin pour constituer l'Analyse, nous la laisserons à la 
théorie des grandeurs : aussi bien, d'ailleurs, n'est-ellc pas autre 
chose qu'un des aspects de la notion de limite^ à laquelle nous 
arrivons maintenant. 

Rappelons d'abord en quoi consiste le concept de limite. On 
imagine une suite indéfinie de grandeurs de même espèce (G), 
(G'), ... qui finissent par difi'érer de moins en moins les unes 
des autres, et l'on affirme l'existence d'une grandeur (F) de même 
espèce, unique et déterminée, dont (G), (G'), . . . s'approchent 
de plus en plus. C'est cette grandeur (T) qu'on appelle leur li- 
mite. Parfois l'existence de cette grandeur est démontrable; 
dans les cas où elle n'est pas démontrée, on l'admet. Il est à 
peine besoin de faire remarquer que, dans le dernier cas, cette 
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conception ne s'impose nullement à l'esprit et qu'on est en droit 
de se refuser à l'admeltre. Car, concevoir un objet matériel, c'est 
ou bien se le représenter directement, ce qui est évidemment im- 
possible dans le cas actuel, nos représentations de grandeurs de 
plus en plus voisines finissant par se confondre ; ou bien se figurer 
une suite d'opérations permettant de réaliser cet objet, qu'on 
pourra, dès lors, imaginer nettement; or, il n'est pas possible 
de se figurer, comme il le faudrait ici par hypothèse même, des 
opérations qui se renouvellent indéfiniment sans avoir jamais 
de terme. Quelque opinion que Ton ait d'ailleurs sur la valeur 
objective de ce concept, on est forcé de reconnaître qu'il est 
absolument sans rapport avec l'idée de dénombrement. Cela seul 
suffirait à motiver son exclusion; mais il y a plus. Dès les com- 
mencements de l'Analyse, on voit se manifester un profond 
désaccord entre l'idée de nombre et celle de grandeur-limite. 
Tandis qu'on peut, en effet, sans contradiction logique, admettre 
que toute suite de grandeurs dont les différences mutuelles vont 
en s'évanouissant tend nécessairement vers une grandeur limite, 
on démontre, en toute rigueur, que des nombres formant une 
suite indéfinie peuvent différer insensiblement les uns des autres 
sans toutefois tendre vers aucun nombre énonçable. C'est là une 
seconde raison pour nous d'écarter la notion de limite, en ce 
qu'elle a de postulatif, puisque nous voulons constituer un corps 
de doctrine, un dans son principe, sans mélange d'éléments hété- 
rogènes. Nous n'emploierons le mot limite que pour désigner, 
quand il existe, le nombre dont s'approchent de plus en plus 
les termes d'une suite convergente (*). 

Il n'y a pas autre chose au fond que l'idée de limite dans la 
notion générale des grandeurs incommensurables avec l'unité, 
notion d'origine exclusivement géométrique, que nous allons dis- 
cuter. Sans doute, la plus anciennement connue des grandeurs 
dites incommensurables y celle qui a donné lieu à la conception 
de toutes les autres, la diagonale du carré construit sur l'unité de 



(•) Nous remploierons aussi, mais dans d'autres se/w,, pour désigner soit 
des nombres dont l'existence aura été démontrée et qui seront ou supérieurs ou 
inférieurs à certains autres (limite supérieure, limite inférieure)^ soit certains 
nombres donnés pour définir un intervalle, par exemple un champ d'intégration. 
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longueur, ne se présente pas comme une grandeur limite. Mais 
l'immense majorité de celles qu'on a considérées depuis (telle, par 
exemple, la longueur de la circonférence de rayon un) n'ont pu 
être conçues que comme des grandeurs limites; et, à ce titre, leur 
existence est un pur postulat, qu'il nous est loisible de rejeter. 
Quant à celles qui, plus analogues à la diagonale du carré, ne se 
présentent pas comme des grandeurs limites, mais s'offrent d'em- 
blée, toutes faites, rien ne nous oblige à les déclarer incommen- 
surables avec l'unité. Pour s'en convaincre, il suffit de se rappeler 
combien sont nombreux les postulats qui servent de fondements 
à la Géométrie, et dont deux particulièrement, celui d'Euclide 
sur les parallèles et celui de Thaïes sur les lignes proportionnelles, 
jouent un rôle capital dans la mesure des longueurs. C'est donc 
un postulat qu'on énonce, quand on affirme l'existence de gran- 
deurs incommensurables. 

Une fois cette notion admise et consacrée par une longue tra- 
dition, au lieu d'avouer avec les géomètres anciens qu'il est im- 
possible de maintenir un parallélisme rigoureux entre la théorie 
des nombres et celle des grandeurs, et d'accepter cette opposition 
comme inévitable et inhérente à la nature des choses, on a essayé 
de l'atténuer autant que possible, ou même de la supprimer com- 
plètement; en quoi faisant, on a introduit dans la science du 
nombre des éléments étrangers au nombre et confondu le nombre 
avec la grandeur. Car, de l'aveu même des auteurs qui font de la 
théorie des prétendus nombres irrationnels le fondement de 
l'Analyse, il n'y a point de nombres qu'on puisse appeler ainsi; 
et quand, pour donner un point de départ à cette théorie, on dit 
que certaines opérations définissent un nombre irrationnel, on 
n'exprime rien. On commet seulement une impropriété de lan- 
gage, par oubli de la signification du mot définir. Dans les 
sciences de construction, définir un objet, c'est donner le moyen 
de le concevoir. Or, on aura beau retourner la prétendue défini- 
tion ci-dessus, elle ne répondra jamais à cette question : Qu'est-ce 
qu'un nombre irrationnel? Ainsi la théorie dont nous parlons est 
sans objet, en tant que théorie numérique. 

De quoi traite-t-elle donc en fait? Quand on expose ses commen- 
cements, on traite inconsciemment, mais exclusivement, des gran- 
deurs : les symboles auxquels on croit faire désigner dés nombres 
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représentent en réalité des grandeurs, les unes mesurées, celles 
dont les symboles figurent dans les suites convergentes; les autres 
incommensurables avec l'unité, celles que masquent les mots 
nombre irrationnel. Passé l'addition, où les symboles employés 
ne représentent plus même des grandeurs mesurables quelconques, 
mais seulement des longueurs rectilignes, la théorie ne répond à 
rien : elle n'est plus qu'un pur exercice de raisonnement, exécuté 
sur des définitions de mots, une succession de phrases dont au- 
cune ne contredit une proposition antérieure. 

Pour donner à ses déductions une valeur autre qu'une valeur 
formelle, au sens logique du mot, il faudrait les appliquer résolu- 
ment aux grandeurs, ne plus vouloir que toute lettre soit le sub- 
stitut d'un nombre, mais en faire le symbole d'une grandeur. Si 
l'on parvenait à donner, pour les opérations à effectuer sur les 
grandeurs considérées, des définitions qui fussent représentables 
à l'imagination, on pourrait ainsi constituer une science qualita- 
tive de ces grandeurs, n\ais on renoncerait à les évaluer numéri- 
quement, à les mesurer, ce qui est le but que nous assignons à 
l' Analyse. 

Le lecteur sait maintenant pourquoi nous ne parlerons plus 
désormais des nombres irrationnels. Il est à peine besoin d'ex- 
pliquer que cette exclusion n'empêchera nullement notre Ana- 
lyse de représenter les grandeurs dépendantes, quand les gran- 
deurs variables passent par les états où elles sont incommensurables 
avec l'unité. Bien que rien n'oblige, nous l'avons vu plus haut, 
à admettre l'existence de pareils états de grandeurs, accordons-la 
néanmoins; il n'y a aucune difficulté, si les états qui correspon- 
dent, pour les grandeurs dépendantes, aux états d'incommensura- 
bilité des grandeurs variables ne présentent pas de discontinuité 
avec les étals adjacents. Si, pour un état d'incommensurabilité 
de la grandeur variable, on suppose qu'il y ait saut brusque de la 
grandeur dépendante, cette discontinuité ne sera pas observable, 
l'intervalle où elle se produit tombant, par définition même, au- 
dessous de toutes les limites de nos perceptions. 
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Mais, si nous déaonçons hautement la confusion traditionnelle 
entre les nombres et les grandeurs, qui est le vice de la Mathé- 
matique moderne, nous n'en serons que plus attentifs à deux 
faits d'expérience capitaux, dans lesquels nous retrouverons d'ail- 
leurs Torigine des deux notions que nous venons d'écarter, et qui 
indiquent comment il faut constituer l'Analyse, si l'on veut en 
faire, au lieu d'un jeu stérile de l'esprit, un instrument propre à 
la mesure des grandeurs. 

Lorsqu'on décompose une grandeur concrète en parties ali- 
quotes, il arrive un moment, lorsque ces parties sont en nombre 
suffisant, où chacune d'elles est imperceptible; elle est comme 
nulle pour nos sens. A chaque sensation correspond ainsi, dans 
des conditions données, un minimum perceptible. C'est en 
élaborant cette donnée expérimentale du minimum perceptible 
que l'on est arrivé à la conception d'infiniment petit, que nous 
avons précédemment écartée comme inutile à notre objet. Aussi 
bien n'insisterons-nous pas sur ce point, dont l'éclaircissement 
n'est nullement nécessaire à la constitution de l'Analyse pure. 

Voici maintenant le second fait, aussi anciennement acquis 
que le premier, mais plus récemment analysé. Lorsque nous 
comparons deux grandeurs de même espèce (G) et (G'), dont l'une 
est fixe, si nous faisons varier progressivement (G'), de manière 
qu'elle diffère de moins en moins de (G), il arrive un moment où 
ces deux grandeurs ne se distinguent plus l'une de l'autre, au 
témoignage de nos sens. Mais, qu'on change les conditions de 
l'expérience, qu'on recoure à des procédés de comparaison plus 
délicats, on reconnaîtra qu'en général (G') n'est pas devenue 
égale à (G). Pour que la différence entre (G') et (G) soit percep- 
tible, il faut que cette différence a dépasse une certaine fraction 
de la grandeur (G). On pourrait être tenté de croire que cette 
moindre différence appréciable (*) est égale au minimum per- 
ceptible; mais l'expérience a montré qu'elle n'est pas constante : 



( ^ ) Le terme fraction différentielle est celui qui conviendrait le mieux ici ; 
mais les psychophysiciens le définissent un peu autrement. 
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8 dépend de (G) et varie suivant une loi qui change avec la 
nature de (G); elle ne sera pas la même, par exemple, si (G) est 
un poids que si (G) est une durée ou une intensité lumineuse. 
Quoi qu'il en soit, c'est de cette notion expérimentale de la 
moindre différence appréciable, confusément aperçue de tout 
temps, que dérive l'idée de limite. 

La connaissance des deux faits que nous venons de rappeler 
nous permettra, chaque fois que nous serons en présence d'un 
problème imposé au mathématicien par l'étude des phénomènes 
naturels, de le formuler en des termes qui en rendront la solution 
possible. Nous ne citerons, pour donner une idée de notre mé- 
thode, qu'une question, absolument fondamentale dans les appli- 
cations de l'Analyse : 

Trouver un nombre x tel que, si on le connaissait et si Von 
faisait sur lui une série d'opérations arithmétiques dont f{x) 
désignera le résultat, f{x)fut égal à zéro. 

C'est là ce qu'on appelle résoudre V équation /(x) = o. Or il 
est très rare que ce problème soit possible : il n'existe générale- 
ment pas de nombre répondant à la question proposée. Par contre, 
il arrive très fréquemment qu'on peut résoudre la suivante : 

Trouver une suite indéfinie de nombres x^, X2j x^^ ... diffé- 
rant entre eux de fractions qui finissent par être aussi petites 
qu'on veut, tels de plus que les nombres f{x^), f(x2), ... 
forment une suite dont tous les termes soient inférieurs en 
valeur absolue à des fractions qui finissent par être aussi 
petites qu'on veut. 

Au point de vue du nombre pur, ce problème n'a aucun rapport 
avec le premier; mais il en est tout autrement dans les applica- 
tions, quand x est, par exemple, la mesure d'une grandeur (G) 
et f{x) la mesure d'une autre grandeur (r). Nous répondons 
d'une manière pratique à la question proposée tout d'abord, si 
nous prenons, au lieu du nombre x impossible à trouver, l'un 
quelconque des nombres x^ , 0:2,* . . . jouissant à la fois des deux 
propriétés suivantes : i** leurs différences mutuelles sont infé- 
rieures à la plus petite valeur que le moindre écart appréciable, 
relatif à la grandeur (G), acquière dans un intervalle comprenant 
tous les nombres ;r«, x^i . • •; 2** les nombres correspondants 
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/{^i), /{^2)t ' ' • sont inférieurs au minimum perceptible pour 
la grandeur (F). Cette solution répond d'ailleurs à toules les 
exigences des applications possibles, puisque nous laissons indé- 
terminées les plus petites valeurs des moindres différences appré- 
ciables et des minimums perceptibles, comme dépendant non 
seulement de nos sens, mais de la portée ou de la délicatesse de 
nos instruments de mesure, dont la perfectibilité ne peut pas être 
limitée à l'avance (*). 



(*) Le problème de la mesure des grandeurs conduit à considérer des suites 
de nombres dont les différences mutuelles sont exprimées par ce que nous avons 
appelé des fractions aussi petites qu'on veut. En effet, quand on sait définir 
l'égalité et la somme de deux grandeurs d'une certaine espèce, mesurer une 
grandeur de cette espèce, c'est chercher si elle est égale à la somme de plu- 
sieurs grandeurs de son espèce, égales elles-mêmes à l'unité ou à une partie 
aliquote de l'unité. Pour appliquer cette définition, on compare la grandeur 
considérée à la somme d'un certain nombre d'unités et de parties aliquotes de 
l'unité, qu'on prend de plus en plus petites, jusqu'à ce qu'on ne puisse plus dis- 
tinguer leur somme de la grandeur à mesurer. La mise en œuvre de ce procédé, 
si on la conçoit comme prolongée autant qu'on le voudra, fournit précisément 
ces suites de nombres que nous étudierons sous le nom de suites convergentes 
et dont les différences mutuelles sont exprimées par des fractions qui deviennent 
aussi petites qu'on veut. 

C'est sur l'emploi systématique des suites convergentes que nous fonderons 
toute l'Analyse, parce que nous assignons pour but à l'Analyse la détermination 
des grandeurs avec une approximation indéfinie. Or nous venons de voir que la 
mesure directe d'une grandeur, ainsi entendue, conduit à une suite convergente. 
Mais la correspondance est réciproque, et c'est là ce qui explique l'importance 
des suites convergentes dans notre théorie : Toute suite convergente de 
nombres a,, a^^, . . ., a„, . . . définit une grandeur parfaitement déterminée et 
une seule. Nous rappellerons brièvement la démonstration de ce fait capital, en 
raisonnant sur une longueur rectiligne. Sur une droite indéfinie OX on porte, 
à partir du point fixe O, les longueurs OA^, OAj, ... mesurées par les nombres 

Oj, aj, On peut choisir n assez grand pour que toutes les longueurs OA^^^, 

■0A„^2» ••• diffèrent entre elles de moins d'une longueur donnée 8. A partir de 
cette valeur de /i, toutes les extrémités A„^,, A^^ji • • • sont comprises dans un 
segment de longueur 6. On peut ensuite prendre p assez grand pour que toutes 
les extrémités A„^, A^^^^,, ... tombent dans un segment de longueur moitié 
moindre, compris dans le précédent. En continuant ainsi, on renferme toutes les 
extrémités des longueurs 0A„^^ dans des intervalles, tous emboîtés les uns 
dans les autres, et qu'on peut rendre gussi petits qu'on veut, puisque chacun 
d'eux est au plus égal à la moitié du précédent. Ces intervalles évanouissants 
comprennent au moins un point fixe de la droite OX, et ils n*en comprennent 
qu'un; cdLTy s'ils en comprenaient deux, A et B, aucun de ces intervalles ne pour- 
rait devenir moindre que la distance AB, contrairement à ce que nous venons 
de prouver. Donc il existe une longueur OA et une seule que les nombres ûp 
^21 --"i ^ni "• mesurent avec une approximation indéfinie. 
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Les questions que nous aurons à traiter seront toutes plus ou 
moins analogues à celle qui précède. Elles seront presque toujours 
insolubles dans les termes mêmes où elles seront posées. Il faudra 
en transformer l'énoncé dans le sens où nous venons de le faire. 
Cependant nous continuerons à les traduire en termes algébriques 
sous la forme même où elles se présentent en premier lieu. La 
langue de TAlgèbre sera donc, et cela de par notre volonté, un 
mode d'expression foncièrement inexact, qu'il faudra sans cesse 
interpréter pour rétablir sa signification véritable. Ainsi toute 
équation f{x) = o devra être traduite par l'inégalité |/(^) | <C e î 
et nous nous appliquerons à résoudre ces inégalités avec le plus 
grand soin, loin de nous contenter des aperçus vagues par les- 
quels on prétend parfois encore établir la possibilité d'une solu- 
tion, au mépris de ce principe de logique : dans les sciences de 
construction, démontrer qu'une chose est possible, c'est donner 
le moyen de la réaliser. 



D'ailleurs, en ne nous laissant pas abuser par les signes con- 
ventionnels de l'Algèbre et en nous refusant à jamais perdre de 
vue le nombre, nous ne faisons qu'ériger en principe les règles 
auxquelles les mathématiciens se conforment quand ils sortent 
du domaine de la théorie : tous en effet s'accordent, quand ils en 
viennent au calcul numérique, pour traiter les problèmes comme 
nous les posons. Ne vaut-il pas mieux être conséquent avec soi- 
même et ne point inscrire dans la théorie certains principes, 
pour en invoquer d'autres dans les applications ? 

En développant les conséquences de la notion de nombre, sans 
jamais y mêler aucun élément étranger, nous arriverons à cer- 
taines propositions qui seront en contradiction avec des énoncés 
devenus classiques. Ces désaccords, hâtons-nous de le dire, sont 
sans conséquence pour les applications, car ils ne portent que sur 
des cas purement théoriques ; ils n'ont rien d'ailleurs qui doive 
surprendre, et leur origine sera toujours la même. On s'autorise 
en effet, plus ou moins consciemment, de la considération des 
prétendus nombres irrationnels, pour attribuer aux fonctions cer- 
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taines propriétés que les grandeurs abstraites possèdent, d'après 
la conception qu^on en a admise et que nous avons discutée : 
c'est ce qu'on fait, par exemple, quand on parle d'une fonction 
qui serait nulle pour toute valeur entière ou fractionnaire de la 
variable x^ et égale à l'unité pour toutes les valeurs irrationnelles 
de x; à moins que l'on n'objective une pure entité, après l'avoir 
soi-même reconnue comme telle. Dans notre Analyse, au contraire, 
les fonctions ne sont définies, à parler un instant le langage 
classique, que pour les valeurs ratioimelles de la variable. Tout 
est là, et l'on ne peut demander à la Mathématique rigoureuse, 
ainsi constituée, que ce qu'elle peut logiquement produire. 
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SUITES CONVERGENTES ET SÉRIES NUMÉRIQUES. 



Nous avons vu que la conception de la limite d'une suite de 
grandeurs différant de moins en moins les unes des autres n'est 
pas du domaine de l'Analyse. Mais cette idée suggère la considé- 
ration de certaines suites indéfinies de nombres, que nous allons 
étudier sous le nom de suites convergentes, parce que toute la 
théorie des fonctions repose sur leurs propriétés. 

l. — Premières propriétés des suites convergentes. 

1. Définitions, — Considérons une suite indéfinie de nombres, 
entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, 

Ml, M2, M3, ..., Un, ..., 

dont chacun peut être calculé quand on connaît son rang. Ces 
nombres sont appelés les termes de la suite. 

On dit qu'une pareille suite est convergente si ses termes 
finissent par différer de moins en moins les uns des autres; ou, 
pour préciser, une suite est convergente si, étant donnée une 
fraction positive e, aussi petite qu'on veut (*), il existe un 
entier ai, tel que le terme de rang n diffère de tous ceux qui 
le suivent d* une fraction moindre en valeur absolue que e. 

On peut dire aussi qu'w/ie suite est convergente^ si deux quel- 
conques de ses termes, à partir d'un certain rang, diffèrent 
V un de Vautre d^une fraction aussi petite qu'on veut en va- 
leur absolue. 

Ces deux définitions étant visiblement équivalentes, on pourra 
indifféremment recourir à l'une ou à l'autre . 



(*) Nous appelons fraction aussi petite qu'on veut une fraction dont le numé- 
rateur ne dépasse pas un nombre fixe et dont le numérateur est aussi grand 
qu'on veut. 

G. R. — I. 2 
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Un exemple simple de suile convergenle est fourni par la pro- 
gression géométrique décroissante 

Les sommes de ses premiers termes, 

S« = I -h ûT -h ûr2 -f- . . . -f- ûr«-î = i 

^ ^ ^ J —q i— q 

forment une suite convergente. Car la différence 



S„^;.~S«=^«i--Ç< 



231^ \ 

i-q\ 



est, pour n suffisamment grand, moindre que toute fraction î 
aussi petite qu'on veut. 

Il y a plus : la différence entre le nombre et le terme S,/, 

qui est précisément égale à — — y jouit de la même propriété. 

Ainsi les termes de la suite considérée finissent par diflerer de 
moins en moins de ce nombre. Nous ne tarderons pas à revenir 
sur ce fait important. 

2. Il faut, au préalable, se rendre bien compte de la nature des 
termes d'une suite convergente. 

Théorème. — Les ternies d^une suite convergente finissent 
par être tous de même signe, à moins qu^ils ne tendent vers 
zéro . 

En effet, si, quel que soit n^ il existe toujours, dans la suite 
deux termes de signes contraires Un et Un+p^ comme la conver- 
gence entraîne 

I Un^p—Un\ <£, 

les deux termes Un^p et u,i sonl, en valeur absolue, moindres 
que £. On trouvera donc indéfiniment, dans la suite, des termes 
qui différeront aussi peu qu'on voudra de zéro, et comme la suite 
est supposée convergente, tous ses termes jouiront de la même 
propriété. C'est ce qu'on exprime en disant qu'ils tendent vers 
zéro. 
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Théorème. — Les termes cVune suite convergente sont 
des fractions dont les dénominateurs finissent par dépasser 
tout entier donné, même quand elles sont réduites à leur plus 
simple expression. Il n^y a exception que si la suite présente 
indéfiniment des termes égaux à une fraction déterminée. 

Étant donné Tenlier M, si grand qu'il soit, je dis qu'à partir 
d'un rang assignable tous les termes (sous la réserve énoncée) ont 

leurs dénominateurs plus grands que M. Soit en effet ^ un terme 

de la suite tel que tous ceux qui le suivent diffèrent entre eux de 

moins de ^r^rj et soient -tj t, deux de ces termes. On a 
M2 b h' 

\a a' \ I ab' — ha' \ 1 



\b b'\ bb' ^ m 

Comme aU — ba' est un entier, cette inégalité entraîne bb'^ M^, 
dès que les deux fractions sont supposées inégales. Donc l'un au 
moins des dénominateurs b et 6' est supérieur à M. 

Si 6 et tous les dénominateurs suivants sont plus grands que M, 
la proposition est démontrée. Si l'un des dénominateurs b et b' 
est moindre que M, soit par exemple 6 < M, tous les termes 
de la suite qui viennent après a : b ont leur dénominateur plus 
grand que M, sauf ceux qui se trouveraient être précisément 
égaux à a l b. 

Si ces termes égaux k a l b sont en nombre limité, tous les 
termes qui viennent après le dernier d'entre eux auront leur dé- 
nominateur plus grand que M. Il peut arriver qu'après tout terme 
de la suite, si élevé que soit son rang, il s'en trouve toujours 
d'autres égaux k a l b. Alors les autres termes finiront par dif- 
férer aussi peu qu'on voudra de cette fraction et leurs dénomina- 
teurs seront plus grands que M. 

Soit, pour exemple, la suite S^, So, . . . , S« déduite d'une pro- 
gression géométrique ayant pour raison l'inverse d'un nombre 
premier 



P P 



On voit que S,i est une fraction irréductible, et que ses deux 
termes sont très grands avec n. 
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3. Ce théorème appelle quelques remarques : 

I® A mesure qu'on avance dans une suite convergente on ren- 
contre toujours des dénominateurs nouveaux. Chaque fois que le 
fait se produit, il faut concevoir le plus petit commun multiple n 
de tous les dénominateurs déjà rencontrés, et considérer que 
chaque terme déjà vu de la suite représente un groupe d'objets, 
dont n constituent l'unité toujours fixe. Ce nombre n va en 
croissant, ce qui motive la quatrième condition imposée dans 
l'Introduction (§1) aux objets que nous considérons. Ainsi, en 
concevant les suites convergentes, nous ne nous sommes pas 
écartés de l'idée de nombre. 

2° Dans toute application on n'emploie qu'un certain nombre 
des termes d'une suite convergente. En effet, chaque résultat doit 
être calculé avec un certain nombre r de chiffres décimaux et 
non davantage. On saura donc quel est le dernier terme Ur de la 
suite qui devra être introduit dans les calculs : il est déterminé 
par celte condition, que, si on lui substitue n'importe lequel de 
ceux qui le suivent, les r décimales qu'on veut conserver dans le 
résultat ne soient pas modifiées. Seulement, dans l'exposition 
théorique, nous ne fixons pas d'avance le rang de ce dernier 
terme. C'est dans ce sens négatif, mais très précis, que nous 
entendons les mois suite indéfinie. 

3® Il nous arrivera souvent d'appeler d'un même nom et de 
désigner par une même lettre u Vun quelconque des nombres 
d'une suite convergente à partir du terme w^, de rang suffisam- 
ment élevé, que nous définissons à l'alinéa précédent. Il y a avan- 
tage à faire ainsi, car la lettre u peut se répéter en plusieurs 
endroits d'une formule, sans qu'on soit tenu de lui attribuer 
partout la même valeur. Il pourra fort bien arriver que les r dé- 
cimales, demandées dans le résultat final, ne soient pas influen- 
cées si, pour w, l'on met ici le nombre Ur^p^ ailleurs le nombre 
Urjf.q'i .... Il est même des cas où l'on est conduit presque néces- 
sairement à agir de la sorte. Ainsi, quand, dans une formule, une 
même lettre u figure deux fois, ici multipliée par un million, là 
divisée par un million, on ne la remplacera pas, dans les deux cas, 
par le même nombre. D'ailleurs, en adoptant cette convention, 
nous ne faisons qu'appliquer le principe fondamental de tout 
langage : désigner par le même nom les objets qui ont une pro- 
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priété commune. C'est ici la propriété, que possèdent les termes 
delà suite, de s'équivaloir dans les calculs. 



II. — Suites rationnelles et suites irrationnelles. 

4. Nous avons maintenant à nous poser une question qui est 
vitale pour l'Analyse, car la réponse à cette question décide du 
sens dans lequel devra se développer l'Analyse tout entière. 

Nous avons vu (Introduction, § II) qu'on peut concevoir la 
limite d'une suite indéfinie de grandeurs dont les différences 
mutuelles vont en s'évanouissant. Les suites convergentes de 
nombres jouissent-elles d'une propriété analogue? Étant donnée 
une suite convergente, existe-t-il un nombre déterminé, dont les 
termes de la suite diffèrent aussi peu qu'on le veut quand leur 
rang est assez élevé? La première fois que cette question se pré- 
sente en Arithmétique, c'est à propos de la réduction des frac- 
lions ordinaires en fractions décimales, qui revient aux progres- 
sions géométriques décroissantes. Celte fois, la réponse, ainsi que 
nous venons de le rappeler (n° 1), est affirmative. Mais il n'en est 
pas toujours de même, ainsi que nous le prouverons, après avoir 
posé le problème en termes précis. 

Etant donnée une suite indéfinie de nombres 

s'il existe un nombre A, entier ou fractionnaire, positif ou néga- 
tif, tel que la différence A — Un devienne pour n suffisamment 
grand et reste ensuite toujours moindre en valeur absolue que 
toute fraction positive donnée e, aussi petite qu'on veut, on dit 
que les termes de la suite tendent vers A et que A est la limite 
de la suite. 

Tel n'est pas le cas des suites que nous allons considérer. 

5. Théorème. — Les racines m^^^^^, aux diverses unités dé- 
cimales près, d^un nombre K^ qui n^ est pas une puissance m^^^^ 
exacte, forment une suite convergente et ne tendent vers aucun 
nombre énonçable. 
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Soient, en effet, 

lO lO* lOP \0^ 

ces racines calculées par défaut. Je dis qu'elles vont en croissant 
ou que, si r est plus grand quejt?, l'inégalité 

Xr Xp 

10'' \OP 

est impossible. On en conclurait en effet 

Xr-\- l^ilO^- PXpy 

parce que la différence entre deux nombres entiers \o^~PXp et Xr 
est au moins égale à i. Or on a 



d'où résulte 

Xr+l>^0^-PXp^ 

contrairement à l'inégalité précédente. Donc les racines par dé- 
faut vont en croissant. Étant toutes moindres que 5:0+1? elles 
forment tine suite convergente (ainsi que nous le prouverons 
au n*^ 12). On verrait de même que les racines par excès vont en 
décroissant et forment une suite convergente (*). 

Si l'une de ces deux suites, la première par exemple, avait une 
limite /, l'autre aurait aussi pour limite /, puisque la différence 



10'' Vio'' / 10'' 



se composerait de deux termes tendant vers zéro. De plus, la limite / 
serait supérieure à toute racine par défaut et inférieure à toute 

racine par excès; donc l"^ serait, comme A, compris entre (—7) 

et ( — - et l on aurait 
V 10'- / 



IA-/-K 



^Qinr 



(^) Si, dans l'une de ces suites, tous les termes qui viennent après un certain 
terme lui étaient égaux, ce terme serait la racine exacte de A, contrairement à 
l'hypothèse. 
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Mais, quels que soient les deux nombres a et p, on a 

am_pm = (a _ p)(a'«-i-i- pa"»-2-4-. . .-4- p'«-2a -+- p'»"*)» 

et, par suite, si a > j3 > o, 
d'où, dans le cas présent, 

' ' 10'' V 10'' / 

et, a fortiori. 

Or cette inégalité, dont le premier membre n'est pas nul, puisque 
A n'est pas une puissance m'^°*® exacte, est impossible; car, pourr 
suffisamment grand, lo'* dépasse tout nombre donné et, en parti- 
culier, le nombre 

. I A — l'^\ 

Donc les racines par défaut et les racines par excès forment 
deux suites convergentes, mais dont les termes ne tendent vers 
aucun nombre énonçable. 

6. Ainsi, il existe deux grandes catégories de suites conver- 
gentes : les unes sont appelées suites rationnelles y les autres 
suites irrationnelles. 

On dit (j^w^une suite est rationnelle, quand ses termes tendent 
vers un nombre déterminé. Une suite est convergente par le fait 
seul qu'elle est rationnelle. 

On dit qu*f/ne suite convergente, dont les termes ne tendent 
vers aucun nombre limite, est irrationnelle. Voici une propo- 
sition générale qui permet, dans certains cas, de reconnaître 
qu'une suite est irrationnelle. 

7. Théorème. — Les termes d'une suite étant supposés tendre 
vers un nombre A, si le terme Un diffère de tous les suii^ants 
de moins de e, la différence entre A et Un est en valeur abso- 
lue moindre que tout nombre supérieur à e. 
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Soit en effet 

I Un^p— Un I < e. 

Si l'on avait 

|A— M,, I = e(i-h/e) (A>o), 

on n'aurait qu'à choisir/? tel que l'on eût 

I A — Un+p\ <£A. 

De cette inégalité et de l'égalité précédente résulterait 

I Un-^p — M« I > S, 

contrairement à l'hypothèse. 

Application, — Les nombres «i, u^, ..., qu'on déduit de 
l'expression générale 

w« = n h 



1 1.2 1.2.3 n\ 

en faisant successivement /i = i, /i = 2, ..., forment une suite 
convergente. Car il est bien connu que la différence Unjf.r — Un 

est, quel que soit r, inférieure à ^, • Je dis que les termes de 

cette suite ne tendent vers aucun nombre énonçable. Suppo- 
sons en effet que la suite ait pour limite un nombre fraction- 
naire A : B. La différence entre cette limite et le terme Ua sera 

inférieure à tout nombre plus grapd que y' On aura donc, si 

petite que soit la fraction positive A, 

A T -f- /i I 
■TT — Wrt < : — T . 

B n n\ 

J'ajoute que le premier membre de cette inégalité n^est pas nul. 
Car la suite U\^ u^y ... a ses termes croissants (*). Choisissons aï 
tel que n\ soit divisible par B. En multipliant l'inégalité par n\ 

on trouvera qu'un quÛqy positif e^l inférieur à la fraction ; 

d'où l'impossibilité d'une limite. 



(*) Si une suite rationnelle a ses termes croissants (ou décroissants), aucun 
d'eux ne peut être égal à la limite A; sans cela les termes qui suivent celui-là 
différeraient de plus en plus de A. 
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III. — Suites équivalentes. 

8. La propriété A'' équivalence, dont jouissent les termes de 
rang suffisamment élevé d'une suite convergente (n® 3), peut 
aussi appartenir aux termes de deux suites différentes, ce qui 
conduit à la notion de suites équivalentes, qui joue un rôle 
capital dans la théorie des fonctions. 

Étant donnée une suite convergente 

(1) ^1, Ui, ..., Un, ..., 

une autre suite 

(2) Vu ^2, ••-, ^ni ... 

est dite équivalente à la première, si la différence Vu — Un de 
deux termes de même rang est en valeur absolue aussi petite 
qu'on veut, lorsque ce rang est suffisamment élevé. 

En d^autres termes, deux suites convergentes sont équiva- 
lentes, si la suite formée par les différences de leurs termes 
de même rang a pour limite zéro. 

Il y a une infinité de moyens de former des suites équivalentes 
à une suile convergente donnée. On peut, par exemple, ajouter res- 
pectivement aux termes de cette suite ceux d'une suite quelconque 
ayant pour limite zéro. On peut aussi, dans la suite (i), changer 
arbitrairement Tordre des termes, ce qui donnera la nouvelle 
suite 

(1)' W,.,, l/,.„ ..., Mr„, .... 

Il est clair que les indices entiers r^, /'a, . . • , Oo - . . finissent, 
quelle que soit la loi du bouleversement des termes, par dépasser 
tout entier N, si grand qu'il soit, car il n'y a que N entiers qui 
soient inférieurs ou égaux à N. Cela étant, on voit immédiate- 
ment que les différences u^^ — Un tendent vers zéro, à raison de 
la convergence de la suite (i). La suite (i)' lui est donc équi- 
valente. 
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9. Si deux suites convergentes ne sont pas équivalentes, les 
différences de leurs termes de même rang ne peuvent tendre vers 
zéro. Mais il y a plus. 

Théorème. — Si deux suites convergentes 

(0 Wl, "2, ...1 Un, ..., 

ne sont pas équivalentes, les termes de Vune sont tous^ à par- 
tir d^un certain rang, plus grands que les termes correspon- 
dants de Vautre (*). 

En effet, supposons qu'au delà d'un rang quelconque n on pût 
trouver, dans les deux suites, des termes Un^p', Un+q et ^/i+;>, v„^ç 
vérifiant les inégalités 

Comme Un diffère de tous les termes qui le suivent de moins de e, 
et Vn diffère de tous les termes qui le suivent de moins de e', les 
deux inégalités qui précèdent conduiraient à ces deux-ci 

La différence Un — Vn serait donc moindre en valeur absolue que 
£ + e', et, comme n est quelconque, elle tendrait vers zéro. Les 
suites (i) et (a) seraient donc équivalentes, contre Thypothèse. 

10. L'importance de la notion de suites équivalentes tient à 
certaines propriétés de ces suites, notamment à celle que voici. 

Théorème. — Si une suite convergente est rationnelle, toute 
suite qui lui est équivalente est rationnelle aussi. Toute suite 
équivalente à une suite irrationnelle est irrationnelle. 

Il suffit de démontrer la première partie de l'énoncé. Or elle 
résulté immédiatement des définitions qu'expriment les inéga- 
lités 

(') Cette proposition interviendra dans la définition des fonctions. 
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OÙ A désigne la limite de la suite W|, W2> • • • • Où en déduit en 

effet 

|A-P„|<e-l-s', 

ce qui montre que la suite v^^ ^2, ... a pour limite A. 
Application, — Considérons la suite classique 

t;, = i, ç;2=i-+-Y» *'^~('"*"W^ "*' ^"'^'^^y'^ ~ni) 

Il ne serait pas facile de montrer directement qu'elle est conver- 
gente et irrationnelle. C'est ce qui résultera de la comparaison 
avec la suile 

I I 1 
ai = I , wj = H- - > Ma = iH ; , . . . , 

à laquelle nous avons reconnu (n° 7) ces deux propriétés. En 
effet, il esl bien connu qu'on a 

/ 1 \'« Il 1 ire, o,,;_5 1 

\ mj I 1.2 m\ 2//iL I {m — 1)\\ 

les 6 étant des fractions comprises entre zéro et l'unité, et que 

les termes entre crochets ont une soitime moindre que 3. D'où 

les inégalités 

3 

O < M/n-Hi — V,n-^i < — y 

qui démontrent l'équivalence des deux suites. 

11. Il ne faudrait pas s'abuser sur la portée de l'expression 
suites équivalentes et croire qu'on pourrait, dans tout calcul, 
substituer aux termes d'une suite convergente donnée les termes 
de toute autre suite équivalente. Ainsi, soit une suite conver- 
gente 

(3) Ml, Mîî ..•» W/i, .... 

Sur chacun de ses termes u nous effectuons certaines opérations 
arithmétiques dont nous désignons le résultat par /(w). Nous 
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déduisons ainsi de la suite (3) une nouvelle suite 

(4) /("l)» /(Wj), ..., f(Un)y ... 

que nous supposons convergente. Substituons maintenant à la 
suite (3) une suite équivalente 

(3)' Vu t's, ..-, Vn, ... 

pour former, avec ses termes, ceux d'une quatrième suite 

11 peut parfaitement arriver que celle-ci ne soit pas équivalente à 
la suite (4) et même qu'elle ne soit pas convergente (^). 

IV. — Propositions relatives à la convergence des suites. 

12. Nous allons indiquer deux caractères auxquels on recon- 
naîtra la convergence de certaines suites et donner divers moyens 
de former des suites convergentes. 

Théorème. — Si une suite indéfinie se compose de termes 
non décroissants et dont aucun ne surpasse un nombre déter- 
miné, elle est convergente. 

Si une suite indéfinie se compose de termes non croissants 
et dont aucun n^est inférieur à un nombre déterminé, elle est 
convergente. 

Supposons que chaque terme de la suite 

soit supérieur ou égal au précédent et que, de plus, Um soit 
inférieur, quel que soit m, à un nombre déterminé A. Je dis qu'il 
existe un entier n tel que l'on ait toujours 

si petite que soit la fraction positive donnée e. En effet, s'il n'en 
(^) Cette proposition négative intervient dans la définition des fonctions. 
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est pas ainsi, c'est qu'à partir d'un certain rang /? on a toujours 

h étant une fraction positive déterminée. Mais, puisque r et 5 
sont quelconques, on peut supposer s = i et faire successivement 
r = o, 1,2, ... ; d'où les inégalités 

^Ap^_l — Up'^ hf Up^2 — Up+x"^ h, ,.., ap^_;.^_l — Up^r^ h, 

qui entraînent 

Up^r+i> Up-hrh, 

Pour /' suffisamment grand, Up-\- rh surpassera A, contre Tb)'- 
po thèse. 

On établirait par un raisonnement analogue la seconde partie 
de l'énoncé. 

13. La proposition qui précède n'est qu'un cas particulier de 
celle-ci, qu'elle sert à démontrer : 

Théorème. — Si la suite 
est telle que la somme 

S«= I Ml— Wîl + I Ma— Mal -H... -h I Un-i— Un\ 

ne dépasse jamais un nombre déterminé A, quelque grand 
que soit n, cette suite est convergente. 

En effet, les sommes 84, So, . .., Sn-, .. . qui vont en croissant 
et dont aucune ne dépasse A, forment, d'après ce qu'on vient de 
voir, une suite convergente. Ceci s'exprime par l'inégalité 

S«-Hp — S,i = I M» — M,t4-i I -+-... -h I Ufi+p-i — Un-hp I < e, 

d'où l'on déduit a fortiori 

I Un — Mrt-hi -h a/,^_l — Un+2 -+-...+ Un+p-i — Un-^-p | = | M„ — Un+p | < £, 

ce qui prouve la convergence de la suite proposée (*). 



(*) Ce second critérium nous permettra d'établir rigoureusement la formule 
de Fourier. 
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14. Voici quelques moyens simples de former des suites con- 
vergentes, au moyen de deux suites convergentes connues : 

(U) W,, M2, ..., M«, ..- 

Les suites dont le terme général est Unàzvn^ ou Un^n sont 
convergentes; il en sera de même de celle qui a pour terme 
général Un : r,i, pourvu que la suite {v) ne tende pas vers zéro. 

15. Du même ordre d'idées procède la proposition suivante : 

Théorème. — Etant données des suites convergentes en 
nombre indéfini, qui se présentent dans un ordre déterminé, 

(l) ai, «2, ...1 «/îr ...» 

(a) 6i, ^2, .... bn, ..., 

(i) ^lî ^2j • • - 1 ^«, • • . > 

(y) t^i, 1^2, ..., ^n, ..., 

o/i prend dans chacune d'elles un terme, et un seul, pour en 
former une suite 



\^) ^fiii ^«j» . • •» '««•) 



• • ' > '^/i.j 



où les indices /i|, /I2, • . •, ni^ . . ., /ly, . . . vont toujours en crois- 
sant. Si la suite ainsi obtenue est convergente, il en sera de 
même de toute suite 

ow a est un terme quelconque de la suite (i) venant après a„ , 
b un terme quelconque de la suite (2) venant après b„^^ . . . et 
ainsi des autres. De plus, toutes ces suites sont équivalentes 
à la suite {s). 

En effet, la différence v — ^ de deux termes quelconques de la 
suite considérée peut s'écrire 

Or la première et la dernière de ces trois différences tendent 
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vers zéro, à raison de la convergence des suites (y) et (/); car 
tij et rii, d'après Thypothèse de Ténoncé, croissent indéfiniment 
avec j et i. Quant à la différence {s^^. — ^„.), elle tend aussi vers 
zéro à mesure que croissent y et i, parce que la suite {s) est sup- 
posée convergente. De là résulte que la proposée Test aussi. 

En outre, à partir d'un rang suffisamment élevé, l'un quel- 
conque t de ses termes et le terme de même rang ^„. de la suite {s) 
diffèrent, ainsi qu'on vient de le rappeler, d'aussi peu qu'on veut. 
Donc les deux suites sont équivalentes (*). 



V. — Séries numériques. 

16. Dé/Initions, — Étant donnée une suite indéfinie de nom- 
bres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, 

î^l, M2, ..., M,|, .... 

dont chacun peut être calculé lorsque son rang est connu, ces 
nombres, ajoutés les uns aux autres dans l'ordre où ils se suc- 
cèdent, constituent une série et sont appelés les termes de cette 
série. 

On dit qu'une série 

est convergente si les sommes S,^ des premiers termes de cette 
série, pris en nombre de plus en plus grand, forment une suite 
convergente. 

Si les sommes Sn augmentent indéfiniment en valeur absolue 
avec /i, ou, tout en restant finies, ont des différences mutuelles 
qui ne tendent pas vers zéro, on dit que la série est divergente. 

Exemple. — On a déjà vu que les sommes S« relatives à la 
progression géométrique décroissante 

i-^q -\-q^-^..,-^ q"^-^.,. {— i < q < i) 

forment une suite convergente. Cette progression est donc une 
série convergente. 

(') Cette proposition nous servira fréquemment dans l'étude des fonctions. 



32 CHAPITRE PREMIER. 

Supposons maintenant que la raison q soit égale ou supérieure 
à i; les sommes S/i augmentent indéfiniment avec n. La série est 
divergente. 

Soit enfin q z=. — i , d'où la série 

I — I -h I — 1 -f- . . . . 

Deux sommes S,| et S,/^.p sont égales ou diffèrent de db i suivant 
quejt? est pair ou impair. La série est donc divergente. 

17. Somme d'une série convergente. — Nous ne considére- 
rons désormais que des séries convergentes. Dans chaque pro- 
blème où interviendra une pareille série, on n'aura besoin de 
connaître la somme de ses premiers termes qu'avec une certaine 
approximation donnée N~*. Or, à partir d'un certain nombre de 
termes n, les sommes S,i, S„^i, . . ., Sn^p^ . • . diffèrent entre elles 
de moins de N~^ On appelle 5om/we de la série et l'on désigne 
par un seul et même symbole S l'une quelconque des sommes S,,,. 

Snjf.\ , Au contraire, aucune somme d'indice <^ /i ne devra être 

appelée somme de la série. 

Si les sommes S/i tendent vers un nombre A, entier ou fraction- 
naire, comme c'est le cas pour la progression géométrique dé- 
croissante, on pourra prendre A pour somme de la série : en effet^ 
la différence entre A et une somme S,^ est aussi petite qu'on veut 
quand n est suffisamment grand (n*' 7). Il y a d'ailleurs avantage à 
prendre A pour somme de la série : i** parce qu'on aura ainsi 
affaire, soit à un entier, soit à une fraction dont les termes sont 
petits relativement à ceux des sommes d'indice élevé (n"2); 2** parce 
que A sera une somme indépendante de l'approximation adoptée, 
tandis que, nonobstant l'existence de ce nombre A, la somme de 
la série sera une fraction à termes de plus en plus compliqués à 
mesure que l'approximation requise sera plus grande. 

On appelle reste d'une série convergente la différence 

R^j/j = S/i-j-p — Srt = Ufi+\ -h . . . H-i/rt+p. 

Quand les sommes S,i tendent vers un nombre A, on peut appeler 
reste la différence R,i = A — S,|. 

18. Séries à termes approchés, — La plupart du temps les 
termes w<, u^^ .. ., w,i, .. . d'une série ne sont pas des nombres 
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fixes, mais font partie chacun d'une suite convergente. La notion 
de convergence et même celle de série seraient illusoires, si Ton 
ne pouvait, sans altérer profondément la série, remplacer chaque 
terme iin par l'un quelconque des termes u^^ qui viennent après 
lui dans la suite convergente dont il fait partie. Nous allons mon- 
trer qu'o/i peut faire en sorte que toutes les sommes S^^ ainsi 
formées diffèrent de V ancienne somme S,i de moins d^une 
fraction positive e aussi petite qu!on veut, pourvu que n soit 
suffisamment grand, 11 suffit pour cela de prendre n tel que 

la différence u' — Un soit en valeur absolue <^ — -* En effet 
nous aurons alors 



' -2.12 '2.22 ^\t .2..n- 

ou, à plus forte raison, 

I S-- S, 1< ' fl -H — -+- -!- -h. . .+ ^1 . 

' ' ^L 1.2 2.i {n — i)nj 

L'expression entre crochets peut s'écrire 

I-h(l— -) -H (-— ^) -+-...-+- ( î -)=2— -<2. 

\ 2/ \2 3/ \n — i nj n 

On a donc bien | S^^ — S,| | <^ e. Ainsi les séries que nous venons 
de définir seront toutes convergentes, si l'une d'elles est conver- 
gente et elles auront même somme; si Tune d'elles est divergente, 
elles seront toutes divergentes. 

19. Nous allons maintenant tirer les premières conséquences 
qu'entraîne la définition des séries convergentes. 

Cette définition revient à dire que, étant donnée une fraction 
positive e aussi petite qu^on veut, il existe un entier n tel que 
la différence entre Sn et Sn+p, prise en valeur absolue, soit 
moindre que e pour toutes les valeurs positives de V entier p, 

|S«-Hp— S„|<£ (/>=I,2, ...). 

Or ^n+p — S,i n'est autre chose que 

Donc, pour qu'une série soit convergente, il faut et il suffit 
G. R. — I. 3 
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que, n étant choisi suffisamment grand, la somme d'un 
nombre quelconque de termes venant après Un soit en valeur 
absolue moindre que toute fraction donnée. 

Celte condition générale, nécessaire et suffisante, n*est autre 
chose que la définition même de la convergence, énoncée en termes 
difl'érents. 

On en conclut immédiatement, en faisant/? = i, que le terme 
Un doit tendre vers zéro quand n augmente indéfiniment. 
C'est là une condition nécessaire de convergence. Mais cette con- 
dition n est pas suffisante. Car la série harmonique 

1 I I 

IH h -„ -H...-t- - -h... 

2 3 n 

satisfait à cette condition. Or si Ton compare la somme 

S«=I H h. ..-4- - 

2 n 

avec la somme 

^2« = S/i H- 



n -h 2 n-\- Il 

on aperçoit immédiatement l'inégalité 

Sirt — Srt >> -> 

2 

qui prouve que la série harmonique est divergente. 

Remarque, — Les séries à termes positifs n'ont qu'un mode 
de divergence : les sommes S« croissent indéfiniment avec n. Car 
si elles étaient toutes moindres qu'un nombre fixe, comme elles 
vont en croissant, elles formeraient une suite convergente (n° 12). 

20. Théorème. — Une série, à termes tous positifs, étant 
convergente^ si Von change les signes de certains de ses termes, 
en nombre aussi grand qu^on veut, on forme une nouvelle 
série, qui est convergente. 

En efi^et, dans le reste ^n,p relatif à la série proposée, som- 
mons séparément les termes dont les signes seront conservés et 
ceux dont les termes seront changés; soient P et N les deux 
sommes. Puisque Rw,y?= P + N peut être rendu aussi petit qu'on 
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veut, il en est nécessairement ainsi de P et de N et, par suite, du 
reste R'„,^= P — N de la série modiflée. 

Théorème. — Une sér^e dont les termes sont alternativement 
positifs et négatifs y décroissent constamment en valeur absolue 
à partir d^un certain rang et tendent vers zéro, est une série 
convergente. 

Considérons, en effet, la série alternée 

Wi — M2 -H "3 — 1*4-+-... — W2r + W2r-t-l — ... 

et supposons 
Formons la différence 

Quelle que soit la parité de /?, la parenthèse est positive et < Un^^ ; 
donc I S/i^p — S„ I tend vers zéro comme M/i+|. 

Exemple. — La série harmonique alternée 
III ,1 I 



I — 



2 3 4 ■" /i "^ n + i 



remplit toutes les conditions du précédent énoncé. Elle est donc 
convergente. 

Mais si l'on donne le signe -I- à tous ses termes, on obtient une 
série divergente, la série harmonique considérée ci-dessus. 

21. Il y a donc des séries dont la convergence tient aux signes 
dont sont affectés leurs termes, les valeurs absolues de ces termes 
formant des séries divergentes. On les appelle séries semi- 
convergentes, par opposition aux séries dont les termes, pris tous 
en valeur absolue, forment des séries convergentes et qui ont reçu 
le nom de séries absolument convergentes. De ce nombre sont 
les progressions géométriques de raison négative ^ — i. 

Voici deux propriétés contraires de ces deux sortes de séries, 
qui justifient leurs dénominations. 

Théorème. — Si Von change arbitrairement V ordre des 
termes d^une série absolument convergente, les sommes S'„.des 
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termes de la série modifiée et les sommes S^ de ceux de la pro- 
posée forment deux suites équivalentes. 

Nous allons montrer qu'on peut trouver deux entiers m et m', 
tels qu'on ait 

I ^'m'-{-r> — S,;n-r I < e, 

quelque petite que soit la fraction donnée e. Soit m un indice 
tel que la somme des valeurs absolues d'un nombre quelconque 
de termes venant après u,n soit <^ e : 3. On aura a fortiori 

I S/n-i-r — S/rt I <I ô ' 

Dans la série modifiée, prenons un nombre m' de termes assez 
grand pour que parmi eux figurent tous les termes de S;,,, avec 
d'autres, bien entendu. Ces derniers venant tous après ceux de S/^j, 
leurs valeurs absolues ont une somme «< e I 3. Nous aurons donc 

I SJn/ — ^ni I "^ ô* 

D'autre part, quelque soitTentier r', la somme S)„^_^. ne contient, 
en plus de S^i, que des termes qui n'appartiennent pas à S/^; pris 
en valeur absolue, ils ont une somme < e I 3. Donc 

I ^m'-¥r' — S,„/ I <^ - • 

Des trois dernières inégalités résulte la première, qu'il s'agissait 
de vérifier. 

22. Théorème. — Si Von change Vordre des termes d^une 
série semi-convergente^ on peut, en les disposant convenable- 
ment, faire en sorte que leurs sommes successives aient telle 
limite qu'on voudra. 

Soient Y^m ^^^m la somme des termes positifs de S^ et la somme 
des valeurs absolues des termes négatifs de S^. Je dis que les sé- 
ries Vm et 'i^m sont divergentes. Car si elles étaient convergentes, 
on aurait, pour m suffisamment grand et quel que fût r, 

\?m+r-^m\<\^ I N,„h.;.- N,„ |< ^; 
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d'où résulterait 

I ^m+r-^ ^m-hr — P//» — ^m \ <! £• 

La série formée avec les valeurs absolues des termes de la propo- 
sée serait donc convergente, contre l'hypothèse. Si une seule des 
séries P^ et N;;^ était convergenle, la proposée serait divergente. 
Ajoutons que les sommes P^ et N;„, composées de termes positifs, 
ne formant pas des suites convergentes, croissent indéfiniment 
avec m (n** 19, Rem,), 

Appelons (P) et (N) les deux séries divergentes formées, l'une 
des termes positifs, l'autre des termes négatifs de la série proposée 
et donnons-nous un nombre arbitraire M. Dans la série (P), pre- 
nons le nombre de termes strictement nécessaire pour que leur 
somme surpasse M; puis dans la série (N), le nombre des termes 
négatifs nécessaires pour ramener la précédente somme au-des- 
sous de M; puis assez de termes positifs pour dépasser de nou- 
veau M, et ainsi de suite. 

Soit S'^ la somme des m premiers termes de la série (S') ainsi 
formée. Les différences 

cr) s;-M, s;-M, ..., s;n-M, ..., 

alternativement positives et négatives, tendent vers zéro. Car 
S^ — M est au plus égale en valeur absolue au terme u^ dont l'in- 
troduction dans la série (S') a causé le dernier changement de 
signe dans la suite (o*), 

lS',;.-M|<|Mj,| 

et il est visible que, quand le nombre des variations de cette 
suite ((t) croît indéfiniment, il en est de même de l'indice [jl; par 
suite, S^ — M tend vers zéro, comme u^. 

Remarque, — On pourrait encore, dans les séries (P) et (N), 
prendre successivement assez de termes pour que leurs sommes 
fussent tantôt >A, tantôt <^B, A et B étant deux nombres dif- 
férents, pris à volonté. 

On pourrait aussi faire croître indéfiniment la somme des pre- 
miers termes de la série modifiée en faisant succéder à un nombre 
déterminé de termes négatifs un nombre de plus en plus grand 
de termes positifs. 



CHAPITRE IL 

DÉFINITION GÉNÉRALE DES FONCTIONS d'uNE VARIABLE. 
FONCTIONS FINIES. 



Nous commencerons par donner une première idée de ce qu'on 
entend par fonction d'une variable > Si à l'un quelconque des 
nombres compris entre deux autres, a et 6, nous faisons corres- 
pondre un nombre y^ nous dirons que y est une fonction de x. 
Cette définition des fonctions est trop large en un sens et trop 
étroite dans un autre. Mais, avant de la modifier, il faut insister 
un peu sur les notions d'intervalle et de variable. 



I. — Intervalles et variable. 

1. Intervalles, — Étant donnés deux nombres a et 6, entiers 
ou fractionnaires, positifs ou négatifs, le premier plus petit que 
le second (a < 6), nous dirons d'un nombre a:, compris entre a 
et 6, qu'f/ appartient à V intervalle (a^ b). Cet intervalle est 
rationnel; ses deux limites sont les nombres a et b; son ampli- 
tude est la différence b — a. 

Il y a lieu de considérer aussi des intervalles irrationnels, 
définis par deux suites convergentes irrationnelles, non équiva- 
lentes 

«1, Clfj ..., Un, ..., 

6,, bi, ..., bfi, — 

On a vu (Chap. I, n° 9) qu'à partir d'un rang n suffisamment 
élevé, tout terme de la première suite est, par exemple, plus petit 
que n'importe quel terme de la seconde. Nous désignerons par a 
et b deux quelconques des termes de l'une et l'autre suite, de 
rang au moins égal à /i, et nous dirons qu'un nombre x appar- 
tient à V intervalle irrationnel (a, b) s'il est plus grand que 
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tous les termes de la première suite et plus petit que tous ceux de 
la seconde, considérés à partir d'un certain rang. 

2. Variable. — Nous donnerons un même nom à tous les 
nombres compris dans un intervalle (a, b) quand nous les ferons 
intervenir dans la définition d'une fonction. Nous appellerons 
chacun d'eux la variable et nous les désignerons tous par une 
même lettre x quand nous ne voudrons pas appeler l'attention 
sur l'un d'eux en particulier. 

II. — Fonctions explicites et fonctions à déterminer. 

3. Fonctions explicites. — Si à l'un quelconque des nombres :r 
qui appartiennent à un intervalle (a, b) on fait correspondre une 
suite convergente connue, ainsi que toutes les suites équivalentes 
à celle-là, on dit que l'ensemble de toutes ces suites définit une 
fonction de la variable x dans l'intervalle (a, b). 

Il est expressément convenu que, si x' et x sont deux fractions 
équii^alentes, les suites qui correspondent à x' doivent être 
équivalentes à celles qui correspondent à x. 

On représente par f{x) un terme quelconque, pris à partir 
d'un rang suffisamment élevé dans Tune des suites qui corres- 
pondent à x\ réciproquement, on dit que chacune de ces diverses 
suites définit la valeur f{x) de la fonction pour la valeur x de la 
variable (*). Cette valeur est unique en elTet, les résultats devant 
être, dans chaque question, calculés avec un nombre déterminé de 
décimales. Si f{x) doit être connu avec /'décimales, par exemple, 
dans l'une des suites convergentes qui définissent y(^), on choisira 
le premier terme qui diffère de tous les suivants de moins de lo"'". 



(*) La présente définition nous conduira ultérieurement à certaines proposi- 
tions contradictoires avec celles qu'on enseigne communément. Pour rétablir 
l'accord, on devrait définir autrement les fonctions. Ce n'est pas seulement à 
tout nombre déterminé x, mais à toute suite convergente a?,, x^. ..., a7„, ... 
comprise dans l'intervalle (a, 6) qu'il faudrait faire correspondre le nombre que 
nous appelons la fonction. Mais ce serait sortir du domaine du nombre pur, où 
nous voulons nous tenir. En effet, si la suite x^, x^, ..., a7„, ... était irration- 
nelle, en appelant /(a:) le nombre qu'on lui ferait correspondre, on ne désigne- 
rait par X aucun des termes de celte suite, ni môme aucun nombre, et ce qu'on 
mettrait sous ce symbole ne serait pas autre chose, en réalité, qu'une grandeur. 
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et Ton ne prendra de ce terme /r(^) que la partie entière et les r 
premières décimales. On trouvera ainsi un nombre parfaitement 
déterminé^; c'est celui qui répond à la question. Il est évident 
que, si Ton opère de même sur l'une quelconque des suites équi- 
valentes qui correspondent au nombre Xj on trouvera toujours le 
même nombre y pour valeur de /{x). Sous le bénéfice de ces 
observations, la convention annexée à notre définition des fonc- 
tions s'exprimera par la relation 

Remarque 1. — Si, à chaque nombre x d'un intervalle (a, b) 
correspond un nombre fractionnaire parfaitement déterminé y^ il 
pourra être avantageux de prendre ce nombre même pour/(^); 
mais la fonction pourra toujours être considérée comme définie, 
pour chaque nombre x^ par toutes les suites convergentes qui ont 
comme hmite y. 

Remarque IL — Quand il ne s'agira que des valeurs qu'une 
fonction, supposée donnée, prend pour les diverses valeurs de la 
variabxc, il suffira évidemment de faire correspondre à chaque x 
une suite convergente choisie à volonté parmi toutes celles qui 
définissent /(^). 

4. Fonctions à déterminer. — Le plus souvent, dans les 
applications, les fonctions ne s'introduisent pas directement, mais 
de la manière suivante. On considère plusieurs nombres ^4, Xq, ..., 
•Tr, ^r+M . . • , ^// appartenant à un certain intervalle (a, 6) et 
dont les uns x^^ ^2? • • •? ^r sont quelconques dans l'intervalle, 
tandis que les autres ^r+u • • •> -^/i sont connus lorsque les pre- 
miers sont donnés. On demande de faire correspondre au nombre 
quelconque :r, compris entre a et 6, des nombres /(:r), f(^), ..., en 
nombre déterminé, de telle façon que certaines suites d'opérations 
arithmétiques, effectuées sur les nombres rrj, . . ., ^«^/(^i)? •.., 
f(xn)', 'f(^Oî •••? ?(^/ï)î ' • "> donnent toutes pour résultat zéro ; 
ce que nous exprimerons par les équations 

F[ar,, ...,:r„; f(xi), ...,/(ar„); «?(a7,), ...,cp(a:«); ...] = o, 
*[a7i, ...,a7«; /(a7i), ...,/(a7„); ©(a?i ),..., <p(a7;j); ...] = o, 
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Un pareil problème comprend tous ceux que concernent les théo- 
ries des éc{\xdii\oiis fonctionnelles j des équations aux différences 
finies, et aussi des équations différentielles, qui ne sont que des 
dégénérescences de celles-ci. 

Le cas le plus simple est celui où n se réduit à i, et où l'on ne 
demande qu'un seul nombre /(^) correspondant à x. On a alors 
l'équation 

Mais déjà dans ce cas le problème est d'ordinaire insoluble. 
Nous en modifierons l'énoncé en nous proposant, ce qui sera 
presque toujours possible, de trouver pour chaque nombre x ^ 
appartenant à V intervalle ia^ 6), une suite convergente f\{x\ 
/aC^)? • • 9 telle que les opérations dont F est le symbole, effec- 
tuées successivement sur les divers termes de cette suite en 
même temps que sur x^ aient pour résultats une suite de nombres 
tendant vers zéro. Nous dirons alors que le problème est résolu 
par une fonction f{x), si toutefois les termes de toute suite 
équivalente kf{x)j fiix)^ . . . , soumis avec x aux opérations F 
donnent aussi pour résultats des nombres tendant vers zéro et si, 
de plus, ils satisfont toujours, comme ceux de la suite fi{x), 
f^i^)-, . • . , à la condition qu'exprime la relation 



fm-A^- 



Voici la raison d'être de la première des restrictions énoncées ci- 
dessus : le problème fonctionnel dont dépend la mesure d'une 
grandeur peut comporter des solutions analytiques de formes 
diverses, tandis que notre conception de cette grandeur assigne à 
sa mesure une valeur unique. Il faut donc que les diverses suites 
qui résolvent le problème analytique soient équivalentes. 
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III. — Fonctions finies : limites, oscillation moyenne. 

5. La notion de fonction, telle que nous venons de la définir, 
est très générale et devra être particularisée successivement. C'est 
à peine si elle est restreinte dans les fonctions finies y dont nous 
allons nous occuper. 

Définition, — Une fonction définie dans un intervalle (a, 6) a 
nécessairement une valeur finie pour chaque nombre x compris 
entre a et 6. Mais il peut arriver que, ce nombre x étant choisi 
convenablement, la suite convergente qui définit /(^) ait ses 
termes plus grands que tout nombre donné N. On dit alors que la 
fonction devient infinie dans l'intervalle (a, 6). Au contraire, si 
les nombres que nous appelons f{^x^ sont tous inférieurs en va- 
leur absolue à un nombre A, quel que soit x entre a et 6, nous 
dirons que la fonction /(^r) est finie dans l'intervalle (a, è). Les 
fonctions finies, malgré leur définition si peu restrictive, jouissent 
toutes de deux propriétés importantes : elles admettent des limites 
et elles ont une oscillation moyenne déterminée. La signification 
précise de ces mots résultera des théorèmes qui suivent. 

6. Théorème. — Si une fonction f(x) est finie dans Cinter- 
valle (a^b)^ on peut former une suite convergente de nombres 

M,, Mj, ..., M„, ..., 

jouissant des deux propriétés suivantes : 

1° // est impossible de trouver entre a et b un nombre x 
tel que la suite convergente dont f(x) est un terme quelconque 
ail, à partir d'un certain rang, ses termes supérieurs à aucun 
des nombres Mj , Mg, ... ; 

2° On peut, au contraire, déterminer au moins une valeur Ç 
telle que la suite qui définit f Ci) ait, à partir d^un certain 
rang, ses termes supérieur à ceux de la suite 

Ml — e, Ma— e, ..., 

£ étant une fraction positive aussi petite qu'on veut ( ' ). 

(*) Les fonctions /(a?) auxquelles s'appliquent ce théorème et le suivant doi- 
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En effet, considérons un nombre A, que la fonction n'atteint 
pour aucune valeur x comprise entre a et 6. Diminuons ce 
nombre A successivement de e, de 2 s, de 3e, . . , . Nous obtien- 
drons des nombres qui tombent au-dessous de tout nombre donné ; 
il faut donc qu'il existe un nombre X\ tel que/(;r4) soit supérieur 
à l'un d'eux, A — nt\ par exemple, tandis que le précédent 
A — (n — 1)£ surpasse encore /(^), quel que soit ;r. Appelons M| 
le nombre A — (/i — 1)£. Nous aurons 

/(^i)>Mi-s, /(^)<M,. 

Par/(^i) nous désignons un terme quelconque de la suite conver- 
gente qui correspond à ^r^, pris assez loiii pour que tous ceux qui 
viennent après lui vérifient la même inégalité. 

Nous avons trouvé par un procédé particulier un nombre M| 
réalisant les conditions ci-dessus. Je dis que tout autre nombre M'^, 
qui remplit les mêmes conditions, diffère de Mj de moins de e. 
Soit, en effet, 

/(rp;)>M;-6', /(^)<m;, 

s' étant inférieur ou égal à e. IjCS inégalités 

M;>/(.ri)>M,-£, 

Mi>/(^;)>m;-£' 

entraînent visiblement 

|m; — M, I <£. 

Cette remarque, sans laquelle la connaissance de Mj serait illu- 
soire, va nous servir immédiatement. 

De même que l'on a trouvé JVI^, on trouvera d'autres nombres 
M2, M3, . . . , tels que chacun d'eux surpasse f{cc) quel que soit j; 
et tels aussi qu'il existe des nombres ^2> ^3? ••• satisfaisant aux 
inégalités 

/(^2)>M,-î, /(^3)>M3--V 

Je dis que la suite Mi, M2, M3, ... est convergente. En effet, la 
différence entre M^ et M2 est, d'après ce que nous venons de voir, 



vent évidemment être telles qu'on sache, étant donné un nombre B, décider s'il 
existe des nombres x satisfaisant à l'inégalité /(a:) >B ou à l'inégalité /(a?) <B. 
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moindre que e; pour la même raison la différence entre Mo et M3 
est moindre que -> et ainsi de suite. Si donc nous comparons un 
terme M,, à l'un des suivants M„+r, nous aurons 

\Mn^r-Mn\<z( -^ -^ — -i-,..-h '—) < -^ , 

ce qui prouve la convergence de la suite. 

Montrons maintenant qu'il existe entre a et 6 un nombre \ tel 
que f{l) soit supérieur à tous les nombres 

M, — £, M2— e, 

à partir de Tun d'eux, celui de rang n par exemple. A cet effet 
parlons de l'inégalité 

f{Xn)>mn-~ 

Comme on vient de trouver 

|M,.,,.-M„|<^^, 
on aura a fortiori 

et, par conséquent, 

f{xn)> M,i+,.— e, 

pourvu que n soit égal ou supérieur à 3. Ainsi, à partir de /i = 3, 
tous les nombres Xn que nous avons considérés satisfont à la ques- 
tion et peuvent être pris pour Ç. 

Il est évident que toute suite équivalente à M^, M2, . . . jouit 
des deux propriétés dont nous avons doué celle-ci. 

7. Limite supérieure et limite inférieure. — Si la suite Mj, 
M2, . . . est une suite rationnelle, nous dirons que sa limite M est 
la limite supérieure de la fonction f{x) dans l'intervalle consi- 
déré. Sinon, nous appellerons de ce nom l'un quelconque des 
termes de la suite M^, Mo, . . ., à partir d'un rang suffisamment 
élevé. On définirait d'une manière analogue la limite inférieure 
d'une fonction dans un intervalle. 

Il peut exister une valeur Xg telle que la suite qui définit /(^,) 
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soit équivalente à la suite Mj, M2, .... On dit alors que pour 
cette valeur Xg la fonction f{x) atteint sa limite supérieure. 
Mais c'est là un cas exceptionnel : le plus souvent une fonction 
ne peut pas atteindre sa limite (*). En voici un exemple simple, 
qui permet d'en concevoir une infinité d'aulres, plus ou moins 
difTérents. Le trinôme bicarré 

admet visiblement pour limite supérieure l'unité, mais n'atteint 
pas cette valeur, puisqu'il n'existe pas de nombre x dont le carré 
soit égal à 2. 

8. Nous allons tirer du théorème précédent une proposition 
qui jouera un rôle important dans la théorie des dérivées, car elle 
donne le moyen de résoudre le problème qu'on énonce d'une 
manière vague en disant qu'on cherche le maximum de la fonc- 
tion. C'est sur elle, en outre, que nous fonderons notre démon- 
stration de la formule des accroissements finis et de celle de 
Tajlor. 

Théorème. — Si une fonction f{x) reste finie dans Vinter- 
K>alle {a, b) et si elle n'atteint pas sa limite supérieure {ou 
inférieure), on peut, dans ^intervalle (a, 6), créer une série 
d'intervalles («i, b\)j («2, 62) ? -- -, {^nt bn), . .., tendant vers 
zéro, dont chacun est compris dans le précédent et comprend 
un nombre pour lequel la fonction acquiert une valeur supé- 
rieure {ou inférieure) à celles qu'elle acquiert pour les deux 
limites de cet intervalle partiel. 

Divisons l'intervalle (a, b) en deux intervalles égaux (a, c) 
(c, 6). Dans l'un au moins de ces intervalles, la limite supérieure 
sera évidemment la même que dans l'intervalle total. Soit («j, bC) 
cet intervalle. Pas plus que les suites f{a), f{^)t aucune des 
suites /(«i), /(6|) ne sera équivalente, d'après l'énoncé, à la 



(^) Ce résultat est en opposition absolue avec celui qu'on enseigne habituelle- 
ment. C'est dans cette contradiction qu'il faudra chercher l'origine des diver- 
gences qui se manifesteront, notamment dans l'étude des dérivées, entre notre 
théorie, et la théorie classique. 
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suite M<, M2, . . . précédemment définie, non plus qu'aucune des 

suites /{cir)j f{br) correspondant aux limites des intervalles que 

nous allons former. Dès lors, les termes des deux suites /(«<), 

f{b\) sont tous, à partir d'un certain rang, inférieurs à ceux de 

la suite 

M,-/i, M2-A, ... 

où h désigne un nombre qu'on peut calculer. 

Mais, en vertu du théorème précédent (n° 6), il existe, dans 
l'intervalle (ai, 6|), un nombre x^ tel que les termes de la suite 
définissant f{x^) sont, à partir d'un certain rang, supérieurs à 
ceux de la suite 

Ml — Ê, M2— s, . . ., 

où £ est aussi petit qu'on veut. On aura donc, pour ce nombre X\j 

comme nous l'avions annoncé. En subdivisant Tintervalle (a^, b\) 
en deux autres égaux, et ainsi de suite, nous créons des inter- 
valles à chacun desquels s'applique ce qui vient d'être dit. Ainsi, 
dans le /i*^™®, il existera un nombre Xn tel que l'on ait 

De plus, l'amplitude de cet intervalle étant égale à > ^^^^ > tend 

visiblement vers zéro, ce qui complète la démonstration. 

Observons, en passant, que la suite des nombres Xi, x^^ ..., Xn-, 
que nous venons de considérer, est convergente, puisque 

Or les ai non décroissants, mais moindres que 6, et les bt non crois- 
sants, mais plus grands que a, forment deux suites convergentes, 
qui sont équivalentes, parce que bn — a,,, tend vers zéro. Mais la 
suite /(^i), /(:r2), ...,/(^/2), .-. n'est généralement pas con- 
vergente. On pourra pourtant affirmer qu'il en est ainsi, quand 
la fonction /(^r) appartiendra à la classe des fonctions continues 
dans un intervalle que nous étudierons au Chapitre suivant. 

9. Oscillation dans un intervalle. — Une fonction étant finie 
dans un intervalle (a, è), considérons les deux suites convergentes 
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Mi, M.>, ... et /7?i, /7I2, . . . qui définissent sa limite supérieure 
et sa limite inférieure dans cet intervalle. Les différences M| — w, , 
Mo — m^t -.• forment une suite convergente. Un terme quel- 
conque co de cette suite, à partir d'un rang suffisamment élevé, 
sera appelé C oscillation de f{x) dans Tintervalle (a, 6). Ainsi 
l'on peut dire que Toscillalion d'une fonction dans un intervalle 
est l'excès de sa limite supérieure sur sa limite inférieure. 

Si l'on divise l'intervalle (a, b) en plusieurs autres, l'oscillation 
dans chacun des intervalles partiels est au plus égale à l'oscillation 
dans l'intervalle total. En effet, la suite qui correspond pour cha- 
cun de ces intervalles à la suite Mi, M2, ... ne peut que lui être 
équivalente ou se composer de nombres plus petits; la suite ana- 
logue à /ni, /712, ... ne peut que lui être équivalente ou se com- 
poser de termes plus grands. Cela résulte des deux propriétés 
dont les suites Mj, M2, ... et /n^, m^-i . . ont été douées d'après 
leur mode même de formation. 

10. Oscillation moyenne. — Divisons l'intervalle (a, b) en 
n autres, («, «<),(«<, ^2)? .-., (a«_i, i), d'amplitudes ^i, 6Î2, .-., 
en, par des nombres croissants «Tj, «2, «3, .. ., an^\- Appelons W|, 
102, . . ., (i)„ les oscillations de /{x) dans ces divers intervalles, 
(1) son oscillation dans l'intervalle (a, 6). Formons la somme 

iifi — j • 

— a 

Nous allons prouver que, si le nombre des intervalles partiels est 
suffisamment grand et leur amplitude suffisamment petite, les 
sommes £in diffèrent entre elles d^ aussi peu qiCon veut, quelle 
que soit la loi de subdivision de V intervalle total {a^ b). 

Supposons d'abord que l'on subdivise cet intervalle en inter- 
valles de plus en plus nombreux, en conservant comme limites de 
certains intervalles dans chaque division les limites de tous les 
intervalles de la division précédente. C'est là un premier mode 
de fractionnement qui donne lieu aux sommes 

(0 ii/i, û,!., Û„„ ..., Qy, .... 

Cette suite de nombres est convergente. En effet, lorsqu'on sub- 
divise un intervalle e où l'oscillation est w en plusieurs autres e'. 
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e", . . . , OÙ les oscillations sont w', tù"^ . . , , on a visiblement 

(o'e'-h(«''e''-h.. .< w(e'4-e''-H...)= toe. 

Ainsi les sommes û;i ne peuvent aller en augmentant; comme 
elles sont toutes positives, elles forment une suite convergente. 

Concevons maintenant un autre mode de fractionnement ana- 
logue au premier; il donne naissance à des sommes 

(2) û«', û;;, ..., i^N', ..., 

qui forment une suite convergente. 

On peut prendre n et nf assez grands pour que les différences 
de ûrt avec les termes de la suite (i) et celles de û^, avec ceux de 
la suite (2) soient toutes moindres que Tj. Nous allons montrer 
que si t est une fraction dépassant ti d'aussi peu qu'on veut, on a 

|Û„-û;.|<e. 

En eff^et, appelons a le plus grand des intervalles relatifs à û>î? et 
a' le plus grand des intervalles relatifs à ûj,r. On peut prendre N 
et N' tels que a soit moindre que le plus petit des intervalles rela- 
tifs à Un' et a' moindre que le plus petit des intervalles relatifs 
à û^. Comparons alors û>, avec Q^. Ceux des intervalles de ûjj qui 
ne sont pas compris dans un intervalle de û'„. sont en nombre au 
plus égal à ni , Leur part contributive dans la somme û^ est donc 
au plus égale à /l'atu : {b — a). Les autres étant tous compris dans 
les intervalles de ûj, , leur part contributive est moindre que Q^. ; 
d'où résulte l'inégalité 

^ ^ /l'au) . 

Mais, d'après l'hypothèse faite sur /i, on a 

d'où Ton conclut 

(3) Çln—Qn<r^-^r 

o — a 

En comparant Qy avec Q,,, on trouvera de même 

(4) 12;,'— i2„<r^-+- 

o — a 
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Remarquons maintenant que a et a' sont deux nombres indépen- 
dants de n el n' , On peut, n et n! étant fixés, rendre a et a' aussi 
petits qu'on veut, ainsi que n'a et nrx! ] dès lors, en vertu des 
inégalités (.)) et (4), on aura bien 

|Û„-Û«.l<s, 

£ surpassant la fraction ti d'aussi peu qu'on voudra. 

Ainsi les sommes û^ diffèrent les unes des autres aussi peu 
qu'on veut, quelle que soit la manière dont on les a formées, 
pourvu que n soit suffisamment grand. Nous appellerons l'une 
quelconque d'entre elles V oscillation moyenne de la fonction 
dans l'intervalle (a^b). Voici pourquoi. Si les n intervalles e,, 
^2, ' ' ' , en sont égaux, chacun d'eux a pour amplitude (6 — a)l n 
et Q,i est bien la moyenne ((0|H- (02 + . .. -H w,i) : /i des oscilla- 
tions dans les intervalles partiels. La proposition que nous venons 
d'établir est due à Riemann et s'énonce ainsi : 

Théorème. — Toute fonction, finie dans un intervalle, a 
dans cet intervalle une oscillation moyenne déterminée. 



G. R. - 1. 



CHAPITRE m. 

FONCTIONS A OSCILLATION MOYENNE NULLE OU FONCTIONS INTÉGRABLES. 



Parmi les fonctions finies, les plus importantes sont celles dont 
l'oscillation moyenne dans un intervalle est définie par une suite 
convergente ayant pour limite zéro. Nous les appellerons fonc- 
tions à oscillation moyenne nulle, ou fonctions intégrables, 
ces deux propriétés étant équivalentes. Nous insisterons sur deux 
grandes classes de fonctions à oscillation moyenne nulle : i" les 
fonctions continues dans un intervalle; y." \es fonctions à oscil- 
lation totale limitée, parmi lesquelles figurent les fonctions 
croissantes ou décroissantes dans un intervalle. 



I. — Condition poiir qu'une fonction soit intégrable. 

1. Fonctions intégrables. — Considérons une fonction /(^), 
finie dans un intervalle (a, 6), et soit (^o>^) un intervalle 
compris dans le précédent. Divisons-le en n autres, {xq^x^). 
(a:|, ^2)» ' ", (^/?-iî X.) par des nombres croissants x^^ X2^ .... 
Xfi-i] prenons arbitrairement n nombres l^, ^21 « • • ? 5//, un dans 
chaque intervalle partiel, et formons la somme 

S«=/(Çi)(a?i— a7o)-i-/(Ç2)(a?2— ^i)-^..--^/(ç//)(X- Xn-i). 

Chacun des nombres f{lr) est un terme pris dans une suite con- 
vergente. Si ces n nombres diffèrent des suivants de moins d'une 
fraction 7\, et si l'on remplace chacun d'eux par l'un quelconque 
de ceux qui viennent après lui dans sa suite, la somme obtenue 
différera de la précédente de moins de ti(X — Xq). Ainsi à un 
nombre X correspondent des sommes S«, S^^, ... qui forment 
une suite convergente, lorsque le mode de division de l'inter- 
valle (;ro,X) ainsi que les valeurs intermédiaires $r ne changent 
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pas. Mais si Ton divise autrement l'intervalle (^oî X)j la suite 
convergente que le nouveau mode de division fait correspondre 
à X ne sera pas, en général, équivalente à la première. Quand 
toutes les suites obtenues par divers modes de division sont équi- 
valentes entre elles, on dit que la fonction f{x) est intégrable 
entre Xq et X. 

2. Théorème. — Pour qu' une fonction J{x)^ définie entre x« 
et X, soit intégrable dans cet intervalle, il faut et il suffit que 
son oscillation moyenne entre Xq et X soit nulle (Riemann). 

Formons, en effet, une .somme analogue à S^, savoir 

Sn'=/(Çi)(^'i-^o)--...-/(Ç;')(X--rr;._0. 

Nous allons déterminer un nombre certainement supérieur à la 
valeur absolue de la différence S^, — S„, nombre qui ne dépendra 
que des deux modes de division de l'inlervalle {xq^IL) et nulle- 
ment des valeurs intermédiaires \r et Ç^.. Pour cela, nous intro- 
duirons les sommes 

SMe, Sme, SM'e', 2/n'e', 

où e désigne l'un des intervalles de la première division, M et m 
représentent ce que nous avons appelé les limites supérieure 
et inférieure de la fonction f{x) dans l'intervalle e (Ghap. II, 
n** 7); les lettres accentuées se rapportent à la seconde division. 
Les sommes SMe, SM'e' sont appelées sommes supérieures: 
Hme, Sm'e' sont les sommes inférieures. 

Nous prouverons que toute somme supérieure SMe est plus 
grande que toute somme inférieure S m' e'. Pour cela, superposons 
les deux divisions (n) et(/i'); soient g" les nouveaux intervalles 
résultant de cette superposition, M" et m" les limites de la fonc- 
tion dans chacun d'eux. Il est évident que, lorsqu'on multiplie 
les intervalles en conservant les anciennes divisions, les sommes 
supérieures ne peuvent que décroître et les sommes inférieures 
ne peuvent que croître. De là résultent les inégalités 

qui établissent la proposition. 



et, par suite, 
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Cela posé, nous avons 

"Lme <S„ < SMe, 
2/n'e'<S;,'<SM'e'. 

iS;»— S„|<2Me-2m'e', 

ce que nous écrirons ainsi 

|S;,'— S«| <(:SMe — 2/ne)4-{SM'e'— m'e')-(2M'e'— Z/ne). 

Mais, d'après ce qui précède, le dernier binôme est positif. On 
a donc, à plus forte raison, 

(0 et 0)' étant les oscillations de la fonction dans les intervalles e 
et e'; û^ et Q^. sont, au facteur X — Xo près, les oscillations 
moyennes (Chap. II, n° 10) de la fonction f{x) dans Tinter- 
valle (;ro,X), pour les deux modes de division (/i) et (n'). Le 
résultat est, comme on le voit, indépendant des nombres intermé- 
diaires Çr, ir- Il n'implique aucune hvpothèse sur/(^), si ce n'est 
que/(^) soix. finie entre Xq et X. 

Gela posé, nous savons que, quand les intervalles deviennent 
suffisamment nombreux et suffisamment petits, les sommes un ? 
Ù'j^. diffèrent aussi peu qu'on veut. Si donc elles tendent vers 
zéro, la fonction /(j;) est intégrable. Cette condition est évidem- 
ment suffisante. 

Je dis qu'elle est nécessaire. Considérons, en effet, un mode de 
division déterminé; soient Cr l'un des intervalles. M;, et nir les 
limites supérieure et inférieure correspondantes. On peut, dans 
cet intervalle, trouver deux nombres î^r et 'Ç^. tels qu'on ait 

/(Çr)>M;,-£, /(C;)</M,.H-e, 

la fraction e étant donnée aussi petite qu'on veut. On conclut 
de là 

2/(ïr)^r< 2m;,e,.-4- e(X — Xq), 

et, par suite, Q désignant l'oscillation moyenne, 

2:/(Çr)<?r- S/(Çr)e/-> Û(X - 070) -^ 2£(X~^o). 
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Mais/(^) étant supposée inlégrable, les deux sommes particu- 
lières qui figurent au premier membre diffèrent aussi peu qu'on 
veut, quand la division de rinlervalle (^Tq, X) est poussée assez 
loin, ce qui entraîne û = o. 

Le théorème est donc démontré. Rappelons la définition deM^. 
C'est un terme quelconque d'une certaine suite convergente qu'on 
sait former; mais il doit êlre pris assez loin pour qu'il existe dans 
l'intervalle Cr un nombre X^r tel que la différence M;. — /(Çr) soit 
moindre que toute fraction e, aussi petite qu'on veut, et que cette 
inégalité subsiste, une fois e fixé, pour tous les termes qui vien- 
nent après Mr dans la suite en question. Nous avons démontré 
(Chap. II, n** 6) qu'il existe une suite M| , M2, . . . , M^, . . • jouis- 
sant de cette propriété. 



II. — Fonctions continues dans un intervalle. 

3. Définition, — On dit qu'une fonction f{^x) est uniformé- 
ment continue dans un intervalle (^o^X), ou plus brièvement 
qu'elle est continue dans cet intervalle, si, étant donnée une 
fraction positive e aussi petite qu'on veut, on peut déterminer un 
nombre positif a, tel que, pour deux nombres quelconques x^ x' 
appartenant à l'intervalle et différant de moins de a, les valeurs 
de/(x) et de/(x') diffèrent entre elles de moins de e. 

Pary(a:) elf[x')^ nous entendons deux termes des suites con- 
vergentes qui définissent /(;r) et/(^'), de rang n suffisamment 
élevé pour qu'ils satisfassent à l'inégalité 

1/(^0 -/(^)!<£, 

ainsi que tous ceux qui viennent après eux dans leurs suites 
respectives. Voici une manière de concevoir comment cette 
condition pourra être vérifiée. On peut toujours, à raison de la 
convergence des suites f{x) et f{x')^ assigner un indice n tel 
qu'on ait, quels que soient les entiers positifs/? et/?', 

\fn^p{x) —faix) \<y 
\fn^p'{00')-fn{x')\<y 
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Si, de plus, n peut être choisi assez grand pour qu'on ait aussi 

\Mx')^Mx)\<y 

ces trois inégalités entraînent visiblement 

\fn+p'{x') —fn+p{x) |< S. 

Ainsi pour/(:r) el/{x') on pourra prendre /„(^) ei /n{^') ou 
l'un quelconque des termes qui suivent ceux-là. 

4. Théorème. — Une fonction continue dans un intervalle 
{.Xq, X) est finie dans cet intervalle. 

Prouvons qu'on peut assigner un nombre positif L tel qu'il 
n^existe entre x^ et X aucun nombre x pour lequel |y(a:)| soil 
plus grand que L. A cet effet, subdivisons l'intervalle (.To, X) 
en n autres (o^o, ^i), (^i, ^2)^ • • • ^ {^h-k-) X) tels que dans chacun 
de ceux-ci les valeurs de la fonction diffèrent entre elles de moins 
de e, et considérons un nombre quelconque x compris entre x^ 
et X; il appartiendra à l'un des intervalles partiels, à [xr^ ^/+i) 
par exemple. Pour calculer une limite supérieure de \f{x) — ^/(^o)|? 
('écrivons 

\f{x) -f{Xo) I = \f(x)-f{x,:)-^J(Xr) ~f{Xr-l) -^r- . . .-^ f{x,) -f{x,) \. 

Nous aurons, d'après cela, 

|/(^V-/(^o:)|<|/(^)-/(-^r)H- \f{Xr) fiXr-i)\ 
-h...-f-|/(^l)-/(^0)l: 

et à plus forte raison 

\f{x)-/(Xo) -.\AX)-/(Xn-,)\ -'-... -i-JiXr-,,)- AX)\ 

-l/(^;-/(^.)K--.H-l/(^i)-/(^o)|. 

Chacun des termes du second membre étant moindre que e, 
nous concluons 

\f(x)-f(xo)\<{n-hi)s, 

ce qui montre bien que \/(^) \ ne peut dépasser le nombre fixe 

|/(^o)l-+-(/M-i)e. 
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o. Ïhéorèmk. — Si une fonction f{x) est continue dans un 
intervalle (xo, X), on peut décomposer cet intervalle en 
d^ autres assez petits pour que, dans chacun d'eux, V oscilla- 
tion de la fonction soit moindre qu^ une fraction donnée tj 
aussi petite quon veut. 

En effet, d'après la définition qui précède, il existe un nombre 
positif a tel que, pour deux nombres quelconques x, x' ^ compris 
entre Xo et X et différant de moins de a, on ait 



\f^a:')-f(x)\<\^ 



Dans rintervalle partiel d'amplitude a auquel appartiennent x 
et x'y la fonction/ admet une limite supérieure M et une limite 
inférieure m. On peut supposer que x et x' soient précisément 
parmi les nombres (Ghap. II, n°^ 6 et 7) pour lesquels on a 



/(^)>M-5, /(^')<;;i_,_n. 



Des trois inégalités résulte M — m<^r\, 

La réciproque est évidente : Une fonction étant définie dans 
un intervalle {xq^ X), si Von peut décomposer cet intervalle en 
d^ autres assez petits pour que dans chacun d^eux V oscillation 
de la fonction soit moindre que toute fraction donnée, aussi 
petite qu'on veut, cette fonction est continue dans Vinter- 
valle (^0 7 X). 

De la propriété ci-dessus, qu'on pourrait prendre pour défini- 
tion de la continuité, il suit immédiatement que ^oscillation 
moyenne est nulle. Si en effet les intervalles partiels sont assez 
petits pour que l'oscillation n'y dépasse pas e, l'oscillation 
moyenne dans l'intervalle [xq^ X) sera inférieure à 

X Xq 

fraction qu'on peut prendre aussi petite qu'on veut. 
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6. La contiouité dans un intervalle est étroitement liée à la 
convergence des suites, en vertu de la proposition suivante, qui 
permet dans beaucoup de cas de décider de cette continuité : 

Théorème. — Pour qu^ une fonction f{x) soit continue dans 
Cintervalle [x^^ X) il faut et il suffit que, pour toute suite 
convergente de nombres 

(i) ^1, Xi, .... ar^, ... 

compris entre a et b^ la suite 

soit elle-même convergente. 

La condition est nécessaire. En effet, la suite (i) étant conver- 
gente, on peut prendre n assez grand pour que Xnjf.p et Xn diffè- 
rent aussi peu qu'on voudra : 

D'autre part, si la suite (a) n'était pas convergente, les diffé- 
rences mutuelles de ses termes finiraient par rester supérieures à 
un nombre assignable h et l'indice n pourrait être supposé tel 
qu'on eût 

\f{Xn-i-p)-'f{Xn)\ Ih. 

Cette inégalité et la précédente sont en contradiction avec l'hy- 
pothèse de la continuité. Donc la suite ('x) est convergente, si 
f{x) est continue dans l'intervalle (^o? ^). 

Supposons maintenant que, quelle que soit la suite conver- 
gente (i), la suite (2) soit convergente. Je dis que la fonction 
f{x) est continue dans l'intervalle considéré. En effet, si elle 
n'était pas continue, on pourrait déterminer entre ^Tq et X une 
suite d'intervalles tendant vers zéro 

dont chacun serait compris dans le précédent et contiendrait au 
moins un couple de valeurs 
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telles que les différences 

fussent toutes supérieures à un nombre déterminé h (calculable 
si Ton connaissait la loi de formation de la fonction/). Ainsi la 
suite 

(3) /(^,), f(x\), /(^,), /(:r;). ..., /(^„), f{x',), ... 

ne serait pas convergente. Nous arriverons donc à une contradiction 
si nous prouvons la convergence de la suite 

Or la suite «i, «2? • • • et la suite b^^ b^^ ... sont convergentes. 
Car les termes de la première ne sont pas décroissants et sont 
tous plus petits que X; ceux de la seconde ne sont pas croissants 
et sont tous plus grands que Xç^, De plus, ces deux suites sont 
équivalentes, puisque bn — a« tend vers zéro. De là résulte mani- 
festement la convergence de la suite 

a,, 61, «2, ^21 •••, ««î bn, ..., 

et aussi celle de la suite 

dont les termes s'intercalent par couples entre a^ et b\^ a^ et 

i/o» . • • , (lu et ^/î j • • . . 

En conséquence, l'hypothèse de la non-continuité Ae f[x) est 
inacceptable. 

Remarque, — Si la fonction /(^r) est pour toute valeur de x 
un nombre bien déterminé, il n'y a aucune difficulté à concevoir 
et à former la suite (3). Mais si à chaque valeur de x répond une 
suite convergente dont/(^) est un terme, il faudra, pour former 
la suite (3), prendre dans chacune des suites qui correspondent 
respectivement k x^^ x\^ x^^ x\,^ , , . ^ Xn, x'^^ ... des termes de 
plus en plus éloignés à mesure que grandit Findice n. C'est ce 
que nous avons expliqué en détail à la fin de la théorie des suites 
convergentes (Chap. I, n° 15). 
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III. — Fonctions continues pour une valeur de la variable. 

7. 11 y a lieu de considérer aussi une autre sorte de continuité 
des fonctions. On dit que la fonction f{x) est continue pour la 
valeur x^ si l'on peut calculer un nombre positif a tel que, pour 
tout nombre h moindre que a en valeur absolue, on ait 

\f{oo^h)-f{x)\<z, 

6 étant une fraction aussi petite qu'on veut. 

D'après cette définition, toute fonction continue dans un inter- 
valle est continue pour tout nombre x appartenant à l'intervalle. 
Mais la réciproque n'est pas vraie. Nous avons en effet prouvé 
que toute fonction continue dans un intervalle reste Jinie dans 
cet intervalle. Or une fonction peut être continue pour tout 
nombre X appartenant à un intervalle sans rester finie dans 
cet intervalle. 

C'est ce qui a lieu, par exemple, pour la fonction 



x'^~ 1 



relativement à l'intervalle qui a pour limites i,4 et i,5. Elle est 
continue pour toute valeur x appartenant à cet intervalle. On a, 
en effet, 

d'où l'on conclut 

\f{x-^.~h)~f{x)\<\--- 



{x^-'i)[{x-.-hY-i^\ 

Or a: et ^ -+- h étant compris entre i ,4 et i ,5, le module de la 
quantité qui figure au dénominateur du second membre est supé- 
rieur à 

[(i,4)^-'^? = o,ooi6. 

De là résulte immédiatement 

\f{x^h)-f{x)\<i^oo\h\. 

ce qui prouve notre assertion. D'autre part, la fonction f{x) 
devient dans l'intervalle considéré supérieure à tout nombre N, si 
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grand qu'il soit. Car l'inégalité 

X^ — '1 

revient à la suivanle 

à laquelle on satisfait par toute valeur de x comprise entre i,4 
etR: N, en désignant par R la racine carrée entière de N (2 N+ i). 
Ainsi la continuité dans un intervalle est une condition beau- 
coup plus restrictive que la continuité pour chaque valeur x 
comprise dans l'intervalle. Nous ne désignerons désormais, sauf 
avis contraire, sous le nom de fonctions continues que des fonc- 
tions continues dans un intervalle. 



IV. — Formation de fonctions continues. 

8. De la définition que nous avons donnée des fonctions on 
déduit aisément que si /(x) et ^{x) sont deux fonctions défi- 
nies dans un inter\?alle (^0? X), leur somme f -^ cp, leur pro- 
duit f(f et leur quotient f \ cp sont des fonctions de x dans le 
même intervalle. 

Pour la somme et le produit, la proposition est vraie sans 
restriction; quant à la fonction / : y, elle cessera d'être définie si 
la fonction <f{x) admet une racine dans l'intervalle considéré. 
On dit qu'une fonction ^{x) admet une racine dans un intervalle 
{xo, X), s'il existe, dans l'intervalle, soit un nombre Ç tel que la 
suite convergente qui définit /(?) ait pour limite zéro, soit une 

suite convergente irrationnelle ^1, x^ ^/o • . • telle que les 

valeurs correspondantes ç(^<), ^{x^}, • • , o(Xn)j • • - forment 
elles-mêmes une suite convergente ayant pour limite zéro. 

Supposons maintenant que les deux fonctions /et © soient 
continues dans l'intervalle (^Tq, X); les combinaisons /+ f 
et /cp jouiront de la même propriété, ainsi qu'on le voit sans 
peine. Quant à la fonction /: (p, elle sera continue aussi, sous la 
restriction énoncée plus haut. Si cette condition n'est pas rem- 
plie, elle pourra, soit perdre toute signification comme la fonc- 
tion i : X pour X = 0^ soit rester, comme la fonction i : (x- — 2), 
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continue pour toutes les valeurs de x appartenant à l'intervalle, 
tout en n'étant pas continue dans cet intervalle. Dans un cas 
comme dans l'autre, on dit qu'elle éprouve une discontinuité, 
en devenant infinie. 

L'exemple le plus simple de fonction continue dans un inter- 
valle est fourni par les puissances entières et positives de la 
variable : la fonction x^ est même continue dans tout intervalle. 
Avec les diverses puissances de la variable, multipliées par des 
coefficients constants (nombres indépendants de la valeur x) 
et ajoutées les unes aux autres, on forme de nouvelles fonctions 
continues : ce sont les polynômes entiers. Les quotients de 
deux polynômes entiers, ou fractions rationnelles, sont aussi, 
sous les réserves faites, des fonctions continues. 



V. — Fonctions à oscillation totale limitée. 



9. Définitions. — Une fonction f{x) étant finie dans un ' 

intervalle (^oî X), on divise cet intervalle en n autres et l'on fait ^ 

la somme des oscillations co^, 0)2, . . . , co,^ de la fonction dans ces l 

intervalles. Si cette somme reste inférieure à un nombre déter- / 

miné A, quel que soit le nombre des intervalles formés, quelle C 

que soit leur petitesse, quelle que soit la loi de subdivision, nous Z_ 
dirons que f{x) est une fonction à oscillation totale limitée. 

En vertu de cette définition, l'oscillation moyenne est nulle. On f 

peut, en efl'et, pour l'évaluer, supposer tous les intervalles égaux ; u^ 

on trouve ainsi \^ 

n n K 

valeur qui devient nulle quand n grandit indéfiniment. 5 

Une fonction f{x) est constante dans V intervalle (xo, X) si, | 

quels que soient les deux nombres x et x' appartenant à l'inter- L 

valle, les deux suites qui définissent f{x) et f{x') sont équiva- J 

lentes. Son oscillation moyenne est évidemment nulle. ér 

Une fonction /(j») est croissante dans l^ intervalle (xq^ X) si, V 
X et x' étant deux nombres quelconques de l'intervalle, le second 
plus grand que le premier, les termes de la suite convergente qui 
définit /(^'j sont, à partir d'un certain rang, supérieurs à ceux 
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de la suite qui définit f{oc). Si c'est le contraire qui a lieu, la 
fonction est décroissante dans V intervalle {xq, X). Pour de 
telles fonctions, l'oscillation totale a)| + CO24- • . • -i- w,, est, au 
signe près, égale à /(X) — /(^o); en conséquence, leur oscil- 
lation moyenne est nulle. 

Une fonction e§t croissante pour la valeur x^ s'il est possible 
de déterminer un nombre positif a tel que, sous la seule condi- 
tion I A I <; a, la différence 

f{x^h)-f{x) 

ait le signe de A. C'est ce qu'exprime l'inégalité 

/(^-H/0-/(^) ^ 

h ^ ' 

qui doit avoir lieu pour tous les termes, pris à partir d'un certain 
rang, des deux suites qui définissent f{x -f- h) et /(x). 

Une fonction croissante dans un intervalle (xo,X) est évi- 
demment croissante pour tout nombre x compris entre Xq et X. 
Mais la réciproque n'est pas vraie. Ainsi la fonction 



1 — x^ 

est croissante pour toute valeur positive x\ mais, tandis qu'elle 
est positive pour x compris entre zéro et i, elle a le signe moins 
quand a: est supérieur à i, de sorte qu'elle n'est pas croissante 
rf«/i5 l'intervalle (o, 2) par exemple. 

Si l'on rapproche ces définitions de celle des fonctions conti- 
nues dans un intervalle, on voit qu'une fonction peut être con- 
tinue dans un intervalle et n'avoir pas son oscillation totale 
limitée, ce qui entraîne qu'elle ne soit ni croissante, ni décrois- 
sante dans cet intervalle, Pareillement, une fonction peut avoir 
son oscillation totale limitée dans un intervalle sans être continue 
dans cet intervalle, ainsi que nous allons le voir. 

10. Discontinuités ; saut brusque, — Si une fonction n'est 
pas continue dans un intervalle (^o? X), on dit qu'elle est discon- 
tinue ou qu'elle présente des discontinuités dans cet intervalle. 
On exprime par là que, l'intervalle (jTo, X) étant subdivisé en 
G. R. — I. 4* 
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d'autres, aussi nombreux et aussî petits qu'on voudra, il y aura 
toujours certains de ces intervalles dans lesquels Toscillation de 
la fonction sera supérieure à un nombre déterminé : ce sont là ce 
qu'on appelle les intervalles de discontinuité. Il va sans dire 
que toute fonction finie est nécessairement continue dans tout 
intervalle qui n'est pas un intervalle de discontinuité. 

Pour définir la discontinuité particulière qui est appelée saut 
brusque, considérons une suite convergente 

(4) ^1» ^j» •••» ^/», ••• 

de nombres croissants et la suite 

des valeurs correspondantes (Chap. II, n** 3) de la fonction /(^), 
suite qui sera supposée convergente. On suppose de plus qu'à 
toute suite croissante 

équivalente à la suite (4), corresponde une suite 

(7) /($i), /(ç%), ..., /(5«). ... 

qui soit équivalente à la suite (5). 
Considérons, d'autre part, une suite 

de nombres décroissants, équivalente à la suite (4), et supposons 
que la suite correspondante 

soit convergente. Supposons encore qu'à toute suite décroissante 

(10) $;, ?i, ..., a;,, ..., 

équivalente à la suite (8), corresponde une suite 

(«0 /aw f{\',\ ..., /($;,), ... 

qui soit équivalente à la suite (g). 

Cela étant, nous distinguerons deux cas, selon que les suites 
(4) et (8) sont irrationnelles ou rationnelles (Chap. I, n° 6). 
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i^ Les suites (4) et (8) étant irrationnelles, si les deux suites 
convergentes : 

(9) y(^i)> /(^2), •.-. f{^'n\ ... 

ne sont pas équivalentes, on dit que 1a fonction f{x) fait un 
saut brusque dans l'intervalle (^mi x'r) q^î ^ pour limites l'un 
des termes Xm de la suite (4) et Tun des termes x'^ de la suite (8); 
V amplitude du saut brusque est Tune quelconque des valeurs de 
la différence 

l'indice /i étant tel que /{x\^_^_p) et /{xn+p) diffèrent respective- 
ment aussi peu qu'on voudra de f{x]^) et de /(x^), quel que soit 
l'entier positif/?. 

2^* Les suites (4) et (8) étant rationnelles, c'est-à-dire ayant 
une limite x, on comparera les suites correspondantes (5) et (9) 
soit avec la valeur /(^) que la fonction prend pour cette valeur 
limite x, si elle est définie par des nombres (Ghap. II, n° 3, 
Remarque 7), soit avec l'une des suites convergentes et équi- 
valentes 

(12) /l(^), M^), '"■> fnix), ... 

que l'on fait correspondre, dans le cas général, au nombre consi- 
déré x^ pour définir /(^). 

Si une seule des suites (5) et (9) est équivalente à la suite (12), 
la fonction ferai pour la valeur x un saut brusque en tout pareil 
à ceux dont il vient d'être question 5 M amplitude de ce saut 
brusque sera représentée par l'une des différences 

selon que la suite (12) sera équivalente à la suite croissante (4) 
ou à la suite décroissante (8). 

Si aucune des suites (5) et (9) n'est équivalente à la suite(i2), 
la fonction fait, pour la valeur x, deux sauts brusques, le pre- 
mier avant^ d'amplitude 
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le second après, d'amplitude 

Dans le cas présent, il peut arriver que les deux suites (5) 
et (9) soient équivalentes entre elles : il y aura toujours double 
saut brusque, si elles ne sont pas équivalentes à la suite (12). 

Exemples. — Voici un premier exemple de saut brusque. An- 
ticipant sur les propriétés de la fonction exponentielle, qui sera 
étudiée au Chapitre suivant, considérons la fonction 

f{x) = L-^ (a>i), 

etsoit:r« la racine carrée arithmétique de 2 par défaut k io~" 
près; les nombres 

(4) ^I» ^21 .-., ^ni ••• 

forment une suite croissante, qui est convergente et irrationnelle 
(Chap. I, n"^5 et 6); les nombres correspondants 

(5). fix,\ f(x^h ..., /(^,*), ... 

forment une suite convergente qui a pour limite V unité. A toute 
suite (6) équivalente à la suite (4) correspond une suite (7) qui 
a aussi pour limite l'unité. 

D'autre part, soit x'^ la racine carrée arithmétique de 2 par 
excès à 10"'^ près; les nombres 

(8) x\, x',, ..., <, 

forment une suite décroissante et é(\ui\d\eTïie à la suite (4); les 
valeurs correspondantes de la fonction 

(9) /(^<), /(^i), ...., f{K\ ... 

forment, une suite convergente qui a pour limite zéro, A toute 
suite (10), équivalente à la suite (8), correspond une suite (11) 
qui a aussi pour limite zéro. 

En conséquence, la fonction /(j;) fait un saut brusque d'ampli- 
tude égale à — i, dans un intervalle qu'on peut resserrer à vo- 
lonté, en lui donnant successivement pour limites les nombres i 
et 2, les nombres i,4 et i,5, les nombres i,4i et 1,42, Ainsi 
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il est prouvé qu'uQC fonction peut faire un saut brusque dans un 
intervalle, bien qu'elle soit continue pour tout nombre apparte- 
nant à cet intervalle. 

Voici un autre exemple de saut brusque ; il est fourni par la 
fonction 

?(^) = — ^r («>0i 

à laquelle nous assignerons la valeur i pour a; = o. Quand x tend 
vers zéro par valeurs croissantes, ^{x) tend vers l'unité. Quand x 
tend vers zéro par valeurs décroissantes, o{x) tend vers zéro. 

Ainsi la fonction ^{x) fait un saut brusque d*amplitude égale 
à — I pour la valeur x=o. 

11. Théorème. — Une fonction, quia son oscillation totale 
limitée dans un intervalle {xq, X), ne présente dans cet inter- 
valle d'autres discontinuités que des sauts brusques; et, si Con 
dis?ise l'intervalle (xq, X) d'une façon quelconque, en inter- 
valles partiels aussi nombreux et aussi petits qu'on voudra, 
le nombre des intervalles partiels dans lesquels la fonction 
fait un saut brusque d'amplitude supérieure en valeur absolue 
à un nombre fixe /, est fini. 

Considérons, en effet, dans l'intervalle (^o X), une suite con- 
vergente 

(4) ^i> ^4> ---^ ^«î ••• 
croissante, mais d'ailleurs quelconque, et soient 

(5) /(ari), f{x^\ ..., /(^„), ... 

les valeurs correspondantes de la fonction. L'oscillation totale 
dans l'intervalle (a;t, Xn) est au moins égale à 

|/(^i)-/(^«)|-t-|/(^î)-/(^»)l+...+ |/(^/.-i)-/(^/.)|. 

Mais, par hypothèse, elle est limitée. Donc la série précédente, 
composée de termes positifs, est convergente. On en conclut 
(Ghap. I, n"* 13) que la suite (5) est convergente. 

A toute suite croissante 

(6) \u $î, ..., \n% .••! 

G. R. - I. 5 
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équivalente à la suite (4), correspond une suite, 

(7) Aui /ath ..., /(5n), ..., 

qui est nécessairement équivalente à la suite (5); sans quoi, avec 
les deux suites de nombres Xn et $«, on composerait une seule suite 
croissante à laquelle correspondraient des valeurs de / qui ne 
formeraient pas une suite convergente, contrairement à ce qui 
vient d'êtrie démontré. 

On verra de même qu'à toute suite convergente 

(8) x^j x^, . . ,, J7„, . . . 

décroissante, mais d'ailleurs quelconque, correspondent pour la 
fonction des valeurs 

qui forment une suite convergente et qu'à toute suite 

(10) îi, îi, ..., in> ..., 

équivalente à la suite (8), correspond une suite 

(II) /(î'i), /(?;), /($;), ... 

qui est nécessairement équivalente à la suite (9). 

Dès lors, la fonction /(a:) ne peut présenter de discontinuité, 
dans l'intervalle (xq, X), que dans l'un des deux cas suivants : 

I® A deux suites irrationnelles (4) et (8) correspondent deux 
suites (5) et (9) non équivalentes entre elles ; 

2° A deux suites rationnelles (4) et (8), ayant pour limite ^, 
correspondent deux suites (5) et (9) dont une au moins n'est pas 
équivalente à celle qui définit /(a:). 

Dans un cas comme dans l'autre, la discontinuité considérée 
est un saut brusque, ce qui prouve la première partie de l'énoncé. 

La seconde est évidente : le nombre n des intervalles dans les- 
quels la fonction fait un saut brusque d'amplitude supérieure en 
valeur absolue au nombre / est nécessairement fini, sans quoi l'os- 
cillation totale dans l'intervalle (xq^ X), qui est supérieure à n/, 
ne serait pas limitée. 
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VI. — Fonctions continues à oscillation totale limitée 
ou fonctions rectiâables. 

12. Nous allons étudier les fonctions remarquables qui jouissent 
de la double propriété d'avoir leur oscillation totale limitée dans 
un intervalle et d'être continues dans cet intervalle. 

Théorème. — Une fonction f i^x^ étant continue et à oscilla- 
tion totale limitée dans un intervalle {x^^ X), si Von subdivise 
cet intervalle en d'autres, suffisamment nombreux et suffi- 
samment petits^ les sommes des oscillations correspondantes 
diffèrent entre elles d aussi peu que Von veut, quel que soit le 
mode de division adopté. 

Remarquons tout d'abord que si, après avoir divisé l'intervalle 
(^Tq, X) d'une certaine manière, on pousse le fractionnement de 
plus en plus loin, en subdivisant toujours les intervalles précé- 
demment créés, la somme (r„ des oscillations w^, Wj, . . ., w^ de 
la fonction dans les divers intervalles ne peut que croître avec n 
ou tout au moins rester constante. C'est ce-dont il est facile de 
s'assurer. Il suit de là que les sommes 

^n, O"/?!» O"/?,» • • • 1 ^N> • . • > 

qui correspondent à des fractionnements successifs, forment une 
suite convergente, puisque par hypothèse aucune d'elles ne sur- 
passe un certain nombre A. 

Considérons maintenant les sommes 

^'n'i ^îip ^«'2? •••» ^N'î •••» 

relatives à des fractionnements successifs dans un autre mode de 
division de l'intervalle {Xq^ X). Ces sommes forment aussi une 
suite convergente, et l'on peut, se donnant arbitrairement une 
fraction positive e, choisir n et n' assez grands pour que les 
nombres <Sn et o*^. aient, avec tous les termes qui viennent après 
eux dans leurs suites respectives, des différences moindres que 
toute fraction 7\ <[ e. 

Cela posé, prenons l'indice N assez grand pour que le plus 
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grand des intervalles qui servent à former la somme <Tj, soit plus 
petit que le plus petit des intervalles relatifs à o-^», et comparons 
<t'„» avec <Tj,. Certains intervalles de o-j, peuvent empiéter sur deux 
intervalles consécutifs de o-J,.; leur nombre est au plus égal an'. 
Séparons chacun d'eux en deux autres, dont l'extrémité commune 
soit précisément celle des deux intervalles de o-'„, sur lesquels il 
empiète. Soit w Toscillation dans l'intervalle considéré avant son 
fractionnement; l'oscillation dans chacun des deux intervalles 
nouveaux est au plus égale à w. L'effet du partage de Tintervalle 
primitif a donc été d'augmenter o-^ au plus de w, donc de moins 
de a, si a désigne la plus grande oscillation dans les divers inter- 
valles de <Tk- A" total, <t^ a augmenté au plus de n'a, et les nou- 
veaux intervalles sont tous compris dans ceux de o-'„.. D'où l'iné- 
galité 

D'autre part, on a 

en sorte qu'il vient 



<y'/i' — «Tn < TT) -h n'a. 



Or n et n' sont fixes, tandis que N est aussi grand qu'on veut; 
comme/(a:) est continue, l'oscillation désignée par a tend vers 
zéro à mesure que N augmente. On peut donc rendre r\ -\- n'a plus 
petit que e ; d'où 

Si maintenant on désigne par N' un indice assez grand pour 
que le plus grand des intervalles qui servent à former a'^. soit 
plus petit que le plus petit des intervalles relatifs à (T/i, en compa- 
rant <Tn avec o-Jç», on prouvera qu'il est possible de satisfaire à 
l'inégalité 

On a donc bien 

I <I/t — <yn' I < s, 

ce qui démontre le théorème. On voit que l'oscillation totale des 
fonctions considérées n'est pas seulement limitée, mais qu'elle 
est déterminée, puisque les sommes <t« diffèrent aussi peu qu'on 
veut les unes des autres, quand n est suffisamment grand et l'am- 
plitude de chaque intervalle suffisamment petite. L'un quelconque 
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de ces nombres <t„ pourra donc être appelé V oscillation totale 
de la fonction dans l'intervalle [xq^ X). 

13. Fonctions rectifiables, — Étant donnée une fonction 

continue dans l'intervalle (^o> X), on divise cet intervalle en n 
autres, au moyen des nombres croissants x<ij ..., Xn^\ et l'on 
forme la somme 

r = /i — 1 
r=0 

On dit que la fonction /(^) est rectifiable dans l'intervalle (jcoî X) 
si, lorsqu'on multiplie le nombre des intervalles et qu'on diminue 
indéfiniment leur amplitude, toutes les sommes P« finissent par 
différer aussi peu qu'on veut les unes des autres, quelle que soit 
la loi de fractionnement. Avant de chercher à quelles conditions 
une fonction est rectifiable, nous établirons une proposition, qui 
est fondamentale dans la théorie des fonctions rectifiables. 

Théorème. — Si pour un mode déterminé de subdivision 
de ^intervalle {xq^ X), mode dans lequel on conserve toujours 
les extrémités des intervalles déjà employés, la somme P^ ne 
croît pas indéfiniment, il en est de même pour tout autre mode 
de subdivision; les deux sommes obtenues dans deux modes de 
subdivision quelconques finissent par différer aussi peu qiCon 
veut. 

En effet, dans le mode de subdivision donné, il est manifeste 
que les sommes 

(i3) P„, ..., Pv, ... 

vont toujours en croissant, ou du moins ne décroissent jamais, et 
comme, par hypothèse, elles ne croissent pas indéfiniment, elles 
forment une suite convergente. 

Envisageons maintenant un autre mode de subdivision donnant 
lieu à la suite 

(i4) P'/is ..., pV, .... 
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Il faut démontrer que l'une quelconque de ces dernières sommes, 
P^» par exemple, ne dépasse pas un nombre qu'on peut calculer. 
Considérons dans la suite (i 3) un indice v assez grand pour que le 
plus grand, e, des intervalles qui entrent dans la composition de la 
somme Pv soit inférieur au plus petit, e', des intervalles relatifs à la 
somme P^.. Rappelons-nous que n' est un indice fixe dans tout le 
raisonnement qui va suivre. Du choix de v résulte que tous les 
intervalles de Pv, ou bien sont compris dans ceux de P^., ou bien 
chevauchent sur deux seulement de ces derniers. Ceux qui sont 
dans ce cas sont au plus au nombre de n! , Considérons l'un quel- 
conque d'entre eux et appelons-le (Ç, Ç'). Les deux nombres Ç, Ç' 
comprennent entre eux un et un seul nombre x\ ajant servi à for- 
mer la Somme P^». A rinlervalle (Ç, Ç') correspond dans la somme 
Pv le terme 

et il est facile de voir que y est plus petit que 

8 = v/(^',-o^H-(7;.-^j^-+-v/(r-^;)^-+-(v-yr)^. 

(L'inégalité y <[ 3 est celle qui exprime qu'un côté d'un triangle 
est moindre que la somme des deux autres.) 

Formons une somme auxiliaire II où sont conservés les termes 
de Pv correspondant à des intervalles non empiétants et où les 
termes y relatifs-à des intervalles empiétants sont remplacés parles 
8 correspondants. Si nous comparons P^. à II, nous voyons que 
les intervalles de II sont tous contenus dans les intervalles de P)^.. 
Par conséquent 

p;'<n. 

Or, à son tour. Il surpassé Pv de moins de S S, les termes de cette 
dernière somme étant au plus au nombre de v! . Nous avons dit 
que l'intervalle Ç' — \ était au plus égal à e. L'oscillation de la 
fonction dans cet intervalle est plus petite qu'un nombre to, aussi 
petit qu'on veut, lorsque l'intervalle est suffisamment petit et l'on a 

c'est-à-dire 
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En conséquence, il vient 

n<Pv-r-/l(tf -f-2Ci)) 

et finalement 

P«< PvH- n\e -T- 2fa>). 

Or, la suite (i 3) étant convergente, le terme P„ diffère de tous les 
termes Py qui le suivent de moins d'une fraction s, connue dès 
que l'on connaît /i. On peut donc écrire 

Or /i' est fixe (ainsi que /i), tandis que nous pouvons prendre v 
aussi grand que nous voulons et, par suite, e et co plus petits que 
toute fraction donnée. Si donc nous appelons e' un nombre tant 
soit peu supérieur à s, nous avons 

De là on conclut que V„. est inférieur à un nombre qu'on peut 

lassigner et que, en conséquence, la suite (14) est convergente. 

D'autre part, P'„. diffère de tous les termes qui viennent après lui 

dans sa suite de moins de e^; et si nous appelons t\ un nombre 

tant soit peu supérieur à ei^ nous avons, pour les mêmes raisons 

que tout à l'heure, 

P«<P«'-^e'l. 

Finalement, si e'^ est le plus grand des nombres e' et t\ , on a 

|Pn-P'«'|<eo. 

Ceci prouve la proposition énoncée et en même temps conduit à 
un résultat numérique bien net. 

a. Théorème. — Pour qu'une fonction continue soit recti- 
fiable dans un intervalle, il faut et il suffit que son oscillation 
totale dans l'intervalle considéré soit limitée. 

Montrons d'abord que la condition est nécessaire. On a visi- 
blement 

P«>2|riH.i— rr|. 

Or, P;i est inférieur à un certain nombre A ; on a donc a fortiori 

(Jn=^\yM-l—yr\<^' 
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"Je dis qu'en vertu de cette inégalité l'oscillation totale est 
limitée. En effet, dans l'intervalle (^^ ^r+i)» on peut trouver 
deux nombres Ç^j Sr» auxquels correspondent, pour la fonction 
continue y = f[x)^ deux valeurs, dont l'une, v^^, diffère de moins 
de s : a de la limite supérieure de f{x) dans l'intervalle consi- 
déré, et dont l'autre, yj^, diffère de moins de e : 2 de la limite infé- 
rieure. Par suite, | r\r — tj^I diffère de moins de s de l'oscillation w^ 
de/{x) dans ce même intervalle, et l'on peut écrire 

I Tir— V); I = 0);.— e^-e (- 1 < Or< 

Ainsi la somme des oscillations w^ est représentée par 

(Oo-h wi-h. . .H- tOrt_i = I -rio—'no I -H I TT)!— 7); I -h. . .+ eSe^. 

Le coefficient de s est au plus égal à n, et /i étant fixé, on peut, 
d'après la définition du nombre s, prendre ce nombre assez petit 
pour que ne soit aussi petit qu'on veut. Pour établir que l'oscilla- 
tion totale de /(^) est limitée, il suffit donc de prouver qu'il en 
est ainsi de la somme 

Or celle-ci est évidemment une somme o-«, diminuée par la sup- 
pression de ses termes de rang impair. La condition énoncée est 
donc nécessaire. 

Je dis qu'elle est suffisante, c'est-à-dire que, si la fonction /(^) 
a son oscillation totale limitée, elle est rectifiable. En effet, on a 

Prt < S I Xr+i—Xr I -H 2 |^r+l— ^Z" I» 

et, à plus forte raison (n° 11), 

P«<|X — a7o|-hl:to,.. 
0r, Swr étant inférieur à un certain nombre A, la somme P/i est 
inférieure à un nombre déterminé. 



CHAPITRE IV. 

PROBLÈME INVERSE DU CALCUL DES FONCTIONS. 

FONCTIONS inverses; exponentielle et logarithme. 



Nous traitons dans ce Chapitre le second grand problème de la 
théorie des fonctions, qui conduit à la notion de fonctions 
in\?erses, et nous exposons la théorie des deux fonctions inverses 
(exponentielle et logarithme) qui sont à la fois les plus simples et 
les plus importantes de toutes celles qui interviennent dans 
r Analyse. 

I. — Position du problème. 

1. Il ne suffit pas, pour connaître pleinement une fonction, de 
savoir calculer f{x) quand x est donné. Il faut aussi étudier le 
problème inverse : 

Existe-t'il, dans un certain intervalle, des nombres x qui 
fassent acquérir à la fonction une valeur donnée? 

En d'autres termes : 

Etant donné un nombre A, existe- t-il des nombres x tels 
que la suite convergente f{x) qui correspond à chacun d'eux 
ait K pour limite ? 

La question étant ainsi posée, la réponse sera presque toujours 
négative. Nous modifierons l'énoncé de la manière suivante : 

Trouver une suite convergente 
telle que les nombres 
forment une suite convergente ayant pour limite A. 
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Le seul cas intéressant est celui où, /?ow/* toute suite x\^x\^ ..., 
équivalente à la première, les nombres f{x\)^ f{x'^)^ ... tendent 
aussi vers A. C'est ce qui arrivera notamment pour les fonctions 
continues {voir ci-après n° 2), si toutefois il existe une première 
s uite répondant à la question. Quand nous aurons résolu le nou- 
veau problème (et nous ne le ferons ici complètement que pour 
les fonctions à la fois continues et croissantes), nous dirons que 
nous connaissons une racine x de Féquation 

Cette racine x sera Vun quelconque des termes de la suite ^Ti, 
^2j • • •> ^/i, . . ., ou de toute autre suite équivalente, pris à partir 
d'un rang suffisamment élevé. 

II. — Existence des racines. 

2. Théorème. — Si une fonction f{x) est continue dans 
l'intervalle (a, b) et si A désigne un nombre quelconque, 
compris entre f{a) et f{b), l'équation 

f{x) = A 
admet au moins une racine dans l'intervalle {a^ b). 

Partageons Tintervalle (a, 6) en deux autres égaux (a, c), 
(c, b). Si la suite /(c) tend vers A, c est racine. Sinon, des trois 
nombres a, c, 6, deux au moins, que nous appellerons «i , 6| , sont 
tels qu'on a 

/(aO<A</(60. 

Divisons l'intervalle («i, è^) en deux autres égaux (a^, Ci), 
(Ci, bi) et appelons («2» 62) l'un d'eux, tel que A soit intermé- 
diaire entre f{a2) et f{b2)\ nous le diviserons encore en deux 
parties égales. Continuant ainsi, ou nous rencontrerons un 
nombre bi tel que la suite/(6|) ait pour limite A, ce qui prouve 
le théorème, ou nous déterminons une série d'intervalles dont 
chacun est compris dans le précédent et égal à sa moitié et qui, 
par suite, tendent vers zéro. La suite a^^ a2, ..., composée de 
nombres non décroissants et tous moindres que 6, est conver- 
gente. La suite 6|, 625 •••) 6«) • •• est équivalente à la suite a^ 
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«2î • • •) ciny • • •? parce que la différence 

_ b — a 

a pour limite zéro. 

Soient maintenant des nombres 

a?!, a:*2, . . ., Xn^ • • •, 

pris arbitrairement, le premier entre a^ et 64, le second entre a^ 
et èaj • • • ; ils forment une suite qui répond à la question. Elle est 
convergente, en effet, puisque ses termes Xn sont compris entre 
les termes de même rang, an et 6^, de deux suites équivalentes. 
De plus, les nombres 

tendent vers A, à cause de la continuité de /(a:). En effet, quand 
la différence &« — a^ qui tend vers zéro, est suffisamment petite, 
f{ccn) diffère aussi peu qu'on veut de /(an) et de /(bn)^ et con- 
séquemment de A, intermédiaire entre/(a;i) et/(6„). 

Prouvons maintenant que la suite (i) peut être remplacée par 
toute suite équivalente 

^1 î ^2? • • • î *^/l» • • • ï 

c'est-à-dire que la suite f{x\), /(x^), •••)/(^«)> ••• converge 
aussi vers A. S'il n'en était pas ainsi, en effet, la différence 

\f{0-A^n)\ 

serait, à partir d'une certaine valeur de n, supérieure à un 
nombre e que l'on pourrait calculer; mais, comme /(j;) est con- 
tinue, il en résulterait que la différence x]^ — Xn serait supérieure 
à un certain nombre qu'on pourrait déterminer; c'est-à-dire que 
les deux suites Xn et x'^ ne seraient pas équivalentes. 

Remarque, — Le second grand problème que nous nous 
sommes posé à propos des fonctions est loin d'être complètement 
résolu par ce qui précède, même pour les fonctions continues. 
Car, parmi toutes les suites distinctes (c'est-à-dire non équiva- 
lentes), qui font acquérir à la fonction une valeur donnée, notre 
méthode ne nous en a donné qu^une, et son application répétée à 
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des modes de subdivision variés de l'intervalle («, 6) ne fera pas 
connaître avec certitude toutes les suites qui répondent à la ques- 
tion. Il y a cependant un cas très particulier où cette méthode 
fournit la solution complète du problème : c'est celui où la fonc- 
tion continue f{x) est en même temps croissante (ou décrois- 
sante) dans l'intervalle (a, 6), ou, ce qui revient au même, le cas 
où l'intervalle (a, b) peut être divisé en un certain nombre d'autres 
dans chacun desquels la fonction jouit de cette propriété. 

3. Théorème. — Si une fonction f{x) est continue et crois- 
sante (pu décroissante) dans lHntervalle{aj 6), et si K désigne 
un nombre quelconque, compris entre f{a) et f[b)^ V équation 

f{x) = A 

admet une racine, et une seule, comprise entre a et b. 

Nous venons de voir qu'il en existe toujours une, définie par la 
suite convergente x^^ x^^ . . ., a?,,, . . ., équivalente d'après sa for- 
mation même aux deux suites an et bn- 

Supposons qu'il existe dans l'intervalle (a, b) une suite 

a?!, a7j, . . . , 07^, . . ., 
non équivalente à celle-là et telle que les nombres 

/(^'l), f(^\\ .^M f«) ..., 

tendent vers A. Ses termes sont tous, à partir d'un certain rang, 
supérieurs (ou inférieurs) à ceux de la première (Chap. I, n° 9), 
et, par conséquent, à ceux de la suite équivalente 6|, 62? • • •> 
6,1, Comme /(^) est supposée croissante dans tout l'inter- 
valle (a, 6), on a 

/(«i) </(«2) < . ..</(««)<.. . < A, 
/(6i)>/(^î)>...>/(^«)>.-.>A. 

D'après cela, il est impo>ssible que la suite f{x\)^f(x\)^ . .. 
présente indéfiniment des termes inférieurs à sa limite A. 
Car, x\^^ étant l'un d'eux, on aurait 
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ce qui n'est pas, puisque bn est moindre que x'^ et que f{x) est 
croissante. 

Il faut donc que la suite considérée ait tous ses termes plus 
grands que A, à partir d'un certain rang n.' Comme ils tendent 
vers A, on peut choisir p tel que la différence /(a:' ) — A soit 
moindre que la différence /{b„) — A. On aurait donc 

ce qui est impossible, bn étant inférieur à x'^^^. 

4. Nous rapprocherons du théorème précédent une propriété 
fondamentale des polynômes entiers 

Théorème. — Un polynôme entier de degré m n'admet pas 
plus de m racines. 

Considérons le polynôme 

f(x) = Aoa?'«-+- Aia?'»-»H-...-H km-iix:-\- A,„. 

Je dis qu'il n'existe pas plus de m suites convergentes 

iP/,1, ^/,i> --M ^t,/i, ••. (i = 1, 2, ..., /w) 

non équivalentes deux à deux et telles que les suites correspon- 
dantes 

aient pour limite commune zéro. Supposons, en effet, qu'il y 
ait m 4- 1 suites pareilles. On peut, s'étant donné une fraction 
positive e aussi petite qu'on veut, prendre dans chacune de ces 
suites un terme de rang suffisamment élevé, Xi dans la première, 
^. ., Xr dans la r'ème^ ^ de telle sorte que les m -4- i nombres 

soient en valeur absolue moindres que e. On aura donc, en dési- 
gnant par la lettre des facteurs compris entre — i et -H i , les 
m 4- I relations suivantes 

Aot"!^-^ XiX^" H-. ..-+• A,ro-ia7r-H A,»= 6,.e 
(r = i, 2, ..., /n-Hi), 

qu'on peut résoudre par rapport aux m + i coefficients Ao, . . ., 
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Am. Chacun d'eux s'exprime par une fraction dont le numérateur 
contient e en facteur et dont le dénominateur est un déterminant 
bien connu, égal au produit de toutes les différences Xp — Xr* Or, 
les suites d'où proviennent Xp et Xr n'étant pas équivalentes, 
toutes les différences Xp — Xr sont supérieures à un certain 
nombre qu'on peut assigner. Donc, les coefficients Ao, ..,, A^ 
du poljnome sont inférieurs à tout nombre, si petit qu'il soit. Ils 
sont donc tous nuls, si le polynôme admet plus de m racines. 

III. — Fonction inverse d'une fonction continue et croissante. 

5. Du théorème important que nous venons d'établir (n° 3) 
résulte l'existence de la fonction inverse d'une fonction /(^) 
continue et croissante {ou décroissante) dans un inter- 
valle (a, b). Posons, en effet. 

Nous savons que, si l'on donne un nombre quelconque y, com- 
pris entre yo ^t JKi» il existe une suite convergente ^i, X2^ . . ., 
Xfi^ ... de nombres compris entre a et 6, et tels que la s\xïxef{x^)^ 
f{x2), ...,/(^rt), ... a pour limite y. De plus, toute suite équi- 
valente à Xi^ x^t ... jouit de la même propriété, parce que/(^) 
est continue (Ghap. III, n° 6) et toute suite qui jouit de la même 
propriété est équivalente à x^^ x^-, . . ., ^w, ..., parce que/(^) 
est croissante. Donc cette suite x^^ ^2» .•• ^w» ••• remplit les 
conditions requises pour définir une fonction cp (y). C'est cette 
fonction <p(y) que nous appellerons \^ fonction inverse de f{x). 

Théorème. — La fonction inverse d^ une fonction continue et 
croissante dans un intervalle est elle-même continue et crois- 
sante dans V intervalle correspondant. 

Si fp(jK) n'est pas continue dans Tintervalle (jKoî^i)? on peut y 
trouver deux nombres y^y aussi voisins qu'on veut et tels qu'on 
ait 

I ?(y ) — ?(r) i = K— ^/^ I > a, 

a étant un nombre assignable. Comme f{x) est croissante, f{x'^) 
par exemple surpasse f{xn) d'un certain nombre 3 A. Or f{xn) 
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teDdant versj^ eif{x'^) vers y'^ on a 

les fractions e,i et e^ devenant, quand n augmente, aussi petites 
qu'on veut, tomberont au-dessous de h. Dès lors, on aura 

i/-ri>i/(^«)-/(^n)i-h;i-ie«i>^, 

contrairement à l'hypothèse d'après laquelle y^ et y sont aussi 
voisins qu'on veut. 

Je dis que 'f (y) est croissante dans l'intervalle (yoj JK*)- Soient 
en effet ^ et y deux nombres compris entre ^o et y^. Si ^ est 
moindre quej^', on a, pour n suffisamment grand, 

Gomme /(^) est croissante, celte inégalité entraîne ^^>.rfl, 
ou bien y(j^') > 'f (y), ce qui prouve que <p(jK) est croissante. 

Remarque /. — La démonstration ci-dessus exige que /(^) 
soit croissante dans tout V intervalle (a, 6). Si elle était seule- 
ment non décroissante dans une partie de l'intervalle, la fonction 
inverse pourrait n'être pas continue. Ainsi, supposons /(a:) crois- 
sante entre a et ^o? P^iis constamment égale à c entre x^^ et a?<, de 
nouveau croissante entre x^ et 6, et d'ailleurs continue dans tout 
l'intervalle (a, 6). Elle admet bien une fonction inverse <p(^) ; mais 
celle-ci n'est pas continue dans tout l'intervalle de^o=/(«) 
à ^4 =/(&), puisqu'elle tend vers Xç^ quand y tend vers c par 
valeurs croissantes et vers x^ quand y tend vers c par valeurs 
décroissantes. De plus, pour y '==^c^ elle prend toutes les valeurs 
intermédiaires entre x^^ et x^. 

Remarque IL — Il n'est pas besoin d'insister sur l'importance 
du théorème précédent, qui fait correspondre à toute fonction 
continue et croissante une fonction inverse douée des mêmes 
propriétés. Il ne s'applique, il est vrai, qu'à unq classe de fonc- 
tions très restreinte, même parmi les fonctions continues, car 
l'intervalle où une fonction est continue n'est pas, en. général, 
décomposable en un certain nombre d'autres intervalles, où elle 
soit croissante ou décroissante. Mais, si les fonctions pour les- 
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quelles celle décomposilion esl possible sonl relalivemenl peu 
nombreuses, elles ont une importance considérable, parce que ee 
sont celles qui se présentent dans les applications de l'Analyse 
aux phénomènes naturels. 

IV. — Fonctions définies à l'aide d'un paramètre auxiliaire. 
6. Étant données deux fonctions de t, 

on peut se demander à quelles conditions y est une fonction de^. 
Voici un cas très étendu où il en est ainsi. On suppose que x est 
une fonction de ^, continue et croissante dans l'intervalle (^o)T) 
et quej^ est une fonction continue de t dans le même intervalle. 
Je dis que^estune fonction continue de x dans l'intervalle de 
4Po=f (^o) à X = cp(T). 

Donnons-nous, en effet, un nombre x dans ce dernier intervalle. 
Gomme cp(^) est continue et croissante entre ^o et T, elle admet 
(n°5) une fonction inverse dans l'intervalle (^o) X)» Clela veut 
dire qu'au nombre x correspond une suite convergente ti^ t2, . . ., 
tnf ..., dont on a appris à calculer les termes. Puisque ^(t) est 
une fonction continue, l'une quelconque des suites 

est convergente et toutes les suites qu'on peut former de cette 
façon sont équivalentes entre elles (Chap. III, n®6). On fait donc 
ainsi correspondre au nombre x des suites ^<,^2) •••j^/i, ••• 
convergentes et équivalentes. 

En second lieu, y est une fonction continue de x dans l'inter- 
valle (xq, X). Car si l'on se donne dans cet intervalle la suite 

convergente 

â7, a? , 37 , . . , , 

on peut lui faire correspondre une suite convergente 

en prenant chacun des nombres i?, t', ^', .., suffisamment éloigné 
dans la suite dont il fait partie, puisque ^, d'après le théorème 
des fondions inverses, est une fonction continue de x. 
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Puisque j^ est une fonction continue de /, à la suite 
t t' t" 

on peut faire correspondre, toujours par le même procédé, une 
suite convergente 

Xt y t y 1 • • * > 

ou toute autre, nécessairement équivalente à celle-là. Ainsi, à la 
suite convergente x^x\d\ ... correspond une suite y, ^', y, ..., 
elle-même convergente, ce qui démontre que y est une fonction 
continue de ^, dans l'intervalle considéré. 

V. — Équations fonctionnelles. 

7. En définissant les fonctions d'une variable nous avons signalé 
(Chap. II, n** 4) un type de problèmes que les applications con- 
duisent à généraliser de la manière suivante : 

On considère plusieurs nombres x^ x^, X2^ ..., Xry ^r+i? •••? 
Xn appartenant à un certain intervalle (cijb) et dont les uns Xj 
X\^ 0^2? ..., ^r sont quelconques dans l'intervalle, tandis que les 
autres o^r+i? • • -j ^/i sont connus lorsque les premiers sont donnés. 
On demande de faire correspondre au nombre quelconque x un 
nombre f{x) par la condition qu'une certaine suite d'opérations 
arithmétiques, effectuées sur les nombres a:, ^r^, ..., Xn, /(x), 
/(Xi)^ ,.., /(Xfi) donne pour résultat zéro, ce que nous expri- 
mons par l'équation 

4»[ar,a7i, ...,^«;/(ar),/(ari), . . ., /(ar«)] = o. 

Le cas où n est nul est celui dont nous avons déjà parlé. Déjà, 
dans ce cas, le problème est d'ordinaire insoluble. Nous en avons 
modifié l'énoncé en demandant de trouver pour chaque nombre x 
compris entre a et b une suite convergente /i(^), y2(^)) •••> 
fn{^)i ' ••} telle que les opérations dont ^ est le symbole, effec- 
tuées sur;r et sur les divers termes de cette suite, aient pour ré- 
sultats des nombres tendant vers zéro. Nous sommes convenus de 
dire que le problème était résolu par une fonction f{x), quand 
les termes de toute suite équivalente à f\{x)^ •••j//i(^)î •••> 
G. R. — I. 6 
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soumis avec x aux opérations ^, donnaient aussi pour résultats 
des nombres tendant vers zéro. 

Cest dans le même sens que nous entendrons le problème plus 
général que nous venons de poser. Seulement, quand les opéra- 
tions ^ portent sur plus d'un x, on peut, en général, à diverses 
valeurs particulières de la variable, faire correspondre autant de 
suites convergentes /(a:) choisies arbitrairement. Mais, ces suites 
une fois données, celles qui correspondent aux autres valeurs x 
sont pleinement déterminées dès le moment que l'on considère 
comme formant une seule suite distincte tout ensemble de suites 
équivalentes entre elles. 

VI. — La fonction exponentielle considérée comme solution 
d'une équation fonctionnelle. 

8. Ces considérations vont se préciser à propos de la fonction 
par laquelle nous allons résoudre l'équation 

qui rentre visiblement dans le type général $ = o. Poup éviter les 
indices, nous écrirons 

(I) f{oc-^h)=.f{x)f{h), 

A cette équation nous adjoindrons l'hypothèse complémentaire 

a étant un nombre que nous nous donnons arbitrairement , mais 
qui, comme on va le voir, doit être positif. Mais nous ne suppo- 
serons r^'e/i de plus sur la fonction cherchée. Ainsi nous ne l'as- 
sujettirons pas à être continue, ni seulement finie. 

On voit d'abord que lafonclion/(j;), si elle existe, est toujours 

positive. Car si, dans l'équation (i), on change x en - et qu'on 
prenne A = -, on trouve 

D'après cela, le nombre a =/(i) ne peut être que positif ou 



PROBLÈME INVERSE DU CALCUL DES FONCTIONS. 83 

nul. Or, si Ton fait h = i dans l'équation (i), il vient 

L'hypothèse a = o entraînerait donc f[x-\-i) = o^ quel que 
fût X, Écartons cette solution sans intérêt et faisons x='.o, 1) 
viendra 

a = a/(o). 

Ainsi /(o) = I . Dès lors, nous pouvons ne donner à x que des 
valeurs positives. Car, pour h = — x^ l'équation (i) donne 



Cela posé, donnons kx une valeur positive quelconque ^ ' > 
à A la valeur — • Nous aurons, en vertu de l'équation (i). 



/(f)=/('-f^)/(j)- 



Laissant fixe le dénominateur q^ donnons à l'entier p succes- 
sivement les valeurs i, 2, 3, ..., p — i, p. Nous obtenons des 
relations, qui, multipliées membre à membre, donnent 

/(f)=Kj)]'- 

Faisons maintenant p z= q. En vertu de notre définition des 
fonctions, /f - jest le même nombre que /(i), c'est-à-dire a. On 
a donc 

Élevons les deux membres de cette égalité à la puissance /?, 
ceux de la précédente à la puissance q. Nous trouvons ainsi 



«'=Kj)] =Kf)] 



OU, en désignant pour abréger f[^) par^. 

Si donc la fonction y=/(x) existe, elle devra satisfaire à 
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cette égalité. Ceci nous conduit à chercher une fonction y 
de a: = — qui soit toujours positive et telle qu'on ait 

9. Sauf le cas exceptionnel où aP est la puissance y»«"e exacte 
d'un entier ou d'une fraction, il n'existe pas de nombre y, qui, 
élevé à la puissance q^ reproduise aP, Mais on peut former une 
suite convergente de nombres y^^ ^2? •••> ^Xr? • • •? tels que les 
différences 

tendent vers zéro quand r augmente. 

En effet, considérons les racines ^>*™es jg ^p^ ^ j^-r près, par 
défaut et par excès, Zr^o'^ et (zr+i)io~'*, que l'arithmétique 
enseigne à calculer. Le nombre aP étant compris entre leurs puis- 
sances y'èmes^ si j'qq prcud pour j^;. la racine par défaut, on aura 

Or l'identité 

{Zr-^- lf-zl=(Zr-tl f-'-^{Zr-^ I )''-^ Zr-^ ...-+- Z^' 

donne immédiatement 

{Zr'^iy-z''r<q{Zr-hlf-\ 

d'où résulte 

Mais on sait (Chap. 1, n** 5) que les racines par excès à — - près 

diminuent quand r augmente. Donc, si Zo+ i est la racine à une 
unité près par excès, on aura, a fortiori, 

La différence 8^ tendant vers zéro quand r augmente, la suite 
convergente dontyr= Zrio~'' est un terme répond à la question. 



convergente y 1,^2 7 •• •? Tn 



Nous avons ainsi trouvé pour chaque nombre x= — une suite 
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10. Mais cela ne suffit pas pour définir une fonction y de x. Il 
faut encore que les termes de toute suite {y'^) équivalente à (yr) 
rendent les différences 

aussi petites qu'on voudra, pour /' suffisamment grand. C'est ce 
qui résulte (Chap. III, n«6) de la continuité de la fonction z^. De 
plus, toute suite convergente (^^) composée de termes positifs, 
convergente mais non équivalente à {yr)j ne jouit pas de celte 
propriété, parce que la fonction z^ est continue et croissante 
si 2 >>i, continue et décroissante si ^<;i, de sorte qu'il n'y a 
qu^une fonction y répondant à la question. 

11. Il reste encore à vérifier une dernière condition, celle que 
traduit Tégalilé 

Nous avons à montrer que toute suite convergente (y^;.) dont 
les termes rendent aussi petite qu'on veut la différence 

est équivalente à la suite (yr) des racines de aP calculées par 
défaut. Cela revient à prouver que la différence 

peut être rendue aussi petite qu'on veut pour r suffisamment 
grand. C'est ce qui résulte de l'identité 

Car yr étant une racine q'^^^ de aP par défaut, (yr)^ est plus 
petit que aP. On a donc 

8r étant aussi petit qu'on veut, la proposition est démontrée. 
Ainsi, la condition 

y^=aP 
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définit bien une fonction y de — et une seule, si l'on assujettit 

cette fonction à être positive. 

p 
C'est cette fonction y que nous désignerons par a^ ou par a^; 

sa valeur est l'un quelconque des termes de la suite (yr) à partir 
d'un rang suffisamment éloigné. 

12. Mais il reste à montrer que cette fonction satisfait bien à la 

condition 

f{x-^h)=f{x)f{h), 

qui, avec nos notations actuelles, s'écrit 

p Pi r^eI 

Je dis que, étant donnée une fraction positive e, aussi petite 
qu'on veut y on peut déterminer un indice r tel que les diffé- 
rences 

^ = \ yr-hnyr-hn' — yr-i-fi \, 

où yr+nj yr^n'^ ^r+N ^^^^ ^^^ tcrmcs dcs trois suites gui défi- 
nissent 

p Pi p^E 

soient toutes positives, n, n\ N étant des entiers positifs arbi- 
traires. 

Pour le montrer, posons 

V^pq\ ?' = p'q, Q. = qq\ 
d'où résulte 

Nous avons vu que, si r est suffisamment grand, quelle que soit 
la fraction positive t) donnée aussi petite qu'on veut, on a 

(.yr+n')^= «•" -+-2f'')} (-lO, 2f', e<i). 
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De là résulte 

K étant un nombre fini, inférieur à un nombre assignable. 

Si, pour un instant, nous désignons le produit y r+n y r+n' par A 
6t^r+N par B, nous aurons 

par conséquent 



A = |A-B| = 



A«-*+A«-^B+...+ B«- 



Or, P, P' et Q étant donnés, on peut fixer un nombre inférieur 
à ce dénominateur. Car les trois nombres yr+«j ^r+/i'? ^r+N sont 
supérieurs respectivement aux racines Q^èmes^ ^ y^g unité près 
par défaut, de a**, de a^ et de 0^"^^. La proposition est donc 
démontrée. 

VII. — Propriétés fondamentales de la fonction exponentielle. 

13. Nous allons établir maintenant deux propriétés impor- 
tantes de la fonction exponentielle, qui consistent en ce qu'elle est 
continue dans tout intervalle, et croissante dans tout intervalle 
si a>i, ce que nous supposerons, décroissante si a<;i. En 
vertu d'une remarque déjà faite (Chap. II, n** 3), il suffit de con- 
sidérer une suite convergente définissant a^ pour chaque valeur 
de X, Nous choisirons la suite formée par les racines de a par 
défaut à lo"'* près. Soient po, pÔ, Rq les racines Q'^"*^ entières 
par défaut de a**, a"*', a^^**'. On voit aisément que le produit pop'^ 
ne peut être supérieur à Rq, quand a > i . Nous diminuerons donc 
le dénominateur de A en le remplaçant par Q(po?'o)^~*- Quant au 
numérateur, il est égal à 

7)(3'aP-f-2raP'-e-4-2r2r;j). 

Mais, comme dans la relation 

(rr+N)« = «'*^^'+e7), 

nous désignons par yr+ji ^^^ racine Q»^'"^ jg a^+^' par défaut 
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à lo"'* près, le nombre tj est précisément celui que nous appelions 
plus haut 8. Il peut donc être pris égalàQ(Ro+ i)^~* lo'^etl'on a 

M étant un nombre qu'on peut assigner quand on connaît P, P' 
et Q. Il suffira donc de pousser assez loin Textraclion de la 
racine j/"^ 4. N, c'est-à-dire de faire s assez grand, pour que A tombe 
au-dessous de toute fraction donnée. 

14. Théorème. — La fonction a^ est croissante dans tout 
intervalle (a:©, X) si a est plus grand que i. 

Prenons, en effet, dans cet intervalle, deux nombres quel- 
conques, ^ et ^ + A, le premier moindre que le second ; et soient 

P . P' 

Nous avons 

f{x 4- h) -/(^) =f{x) [/(h) - I] -4- SA. 

Or f(h) et /(x) sont des racines Q'^^e», à une certaine unité 
décimale près, par défaut, de a^' et de a**, et a^' est plus grand 
que I. Il existe donc un certain ordre décimal io~" auquel cor- 
respond une racine par défaut paio"*, plus grande que i. En 
conséquence, si f{oo) est une racine à io~' près de a^ et si nous 
prenons s supérieur à ce nombre a qu'on vient de déterminer, 
comme /(^) est plus grand que i, on a certainement 

/(^)[/(A)-i]>7^- 

Maintenant nous pouvons, d'après ce qui a été dit, disposer 
de 5 de façon que A soit inférieur à io~", puisque a: et x -h h sont 
des nombres donnés à l'avance. Alors le second membre de 
l'équation précédente est positif et f{x + h) est plus grand 
que f{x), La fonction /{x) est donc croissante dans tout l'in- 
tervalle, puisque x et x ^ h sont deux nombres quelconques de 
l'intervalle (xq, X). 

15. Théorème. — La fonction exponentielle est continue 
dans tout intervalle (xq, X). 
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En effet, si nous désignons toujours p\q par x et f{x) par j^, 
nous avons 

puisque y est une racine par défaut. Effectuons la division de q 

par p et soit 

q^mp-^rpi ipi<p)' 
Il vient 

Mais y est au moins égala i, comme racine d'un nombre a plus 
grand que i; on a donc 

ce qu'on peut écrire 

[î-+-(r— 0J'"<«- 

On conclut de là, a fortiori, 

i-^m{y — j)<a, r — ^< ^^^-' 
c'est-à-dire 

^ y-/?i y-/> i-A * 

On peut maintenant déterminer h de telle façon qu'il vienne 

e étant une fonction aussi petite qu'on voudra. Il suffit, en effet, 
pour cela, de satisfaire à l'inégalité 

(a — i)h 

a^ T- -+- A < c. 

I — h 

Or l'exponentielle a^ étant une fonction croissante dans tout 
l'intervalle (^o? X), on peut, dans l'inégalité à vérifier, remplacer 
a^ par a^o puisque x^ <C oc. Déterminons maintenant h par la con- 
dition 

a^o — < -, 

I — Il '1 

qui donne 

ho étant un nombre indépendant de la valeur considérée x. 
Dès lors, si l'on prend pour A une fraction quelconque moindre 
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que Aoî on connaît les deux nombres 

P p H_ p' 

On peut donc choisir 5, c'est-à-dire pousser l'extraction des 
racines Q»^™** de a"*, de a**' et de a^"*"**' assez loin pour que A soit 
moindre que ela. Alors on aura visiblement 

Comme le nombre A© est indépendant de x^ la fonction expo- 
nentielle est continue, non seulement pour la valeur considérée, 
mais dans tout l'intervalle [xq^ X), qui est d'ailleurs quelconque. 

16. Remarque, — Nous avons jusqu'ici considéré la base a de 
la fonction exponentielle comme un nombre fixe ; et dans les ap- 
plications, cette base devra recevoir toujours la même valeur, 
sans quoi l'on ne formerait pas avec a et ^ une fonction expo- 
nentielle. Mais on peut avoir à supposer que la base a, au lieu 
d'être un nombre fixe, soit un terme d'une suite convergente a^. 
^2, • • M <^/i) <^/i+i) Alors, pour un même x donné, la suite 



est elle-même convergente. 
Posons, en effet 

et soit, pour fixer les idées, e,j>o. Nous aurons 

Considérons seulement, pour abréger, le cas où x est positif et 
a, plus grand que 1 . Comme l'exponentielle croît avec x^ on aura, 
si X est inférieur à i , 

(i-+-s„)'^<n-ert; 

par suite la différence précédente est inférieure à a^£„. 

Si X est supérieur à i , appelons M l'entier qui lui est égal ou 
immédiatement supérieur. Comme, pour n suffisamment grand, 
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€« est inférieur à l'inverse de M, on vérifie aisément (*) Tiné- 
galilé 



(i -+-£«)*'< I 4- 2Me«. 



Par suite, la différence considérée est inférieure à 2Ma;j€„, ce 
qui achève la démonstration. 



VIII. — Fonction inverse de l'exponentielle : logarithme. 

17. La fonction exponentielle y= «^, étant continue et crois- 
sante (ou décroissante) dans tout intervalle {xq^ X), admet, 
d'après un théorème démontré plus haut (n° 5), une fonction 
inverse x qui jouit des mêmes propriétés dans l'intervalle 

(jo=a*o, Y=:a^). 

Cette fonction est dite le logarithme de y en base a; on la 
représente par le symbole log^^. 

On reconnaît facilement que la limite inférieure y^ de Tinter- 
valle considéré ne peut jamais être un nombre négatif, mais peut 
être une fraction positive aussi petite qu'on voudra, tandis que la 
limite supérieure Y 'peut être un nombre positif aussi grand 
qu'on veut. 

La propriété capitale de la fonction logarithmique est celle 
qu'exprime Téquation 

Précisons le sens de cette relatioa avant de la démontrer. Nous 
nous donnons deux nombres y et y' , A ces deux nombres corres- 
pondent respectivement les deux suites convergentes 

a?!, 0^2, ..., ^rt-4-Vî •••» 
a^i, X^^ . . . , ^n-\-V') • • • ' 



(') Soient m un entier positif et z un nombre positif, tel que mz <i. On a 

mz (m — 1)5 mz (m — i)^ (m — 2)z 
I 2 I i 3 

<i-h mzli-+- — H +...H- -^)<i-f-2m:?. 

\ 1.2 1.2.3 m!/ 
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telles que l'on ait 

a*»+^ = j^ 4- 6 a« , a^'^+v = j/-' + 6' 8;i, 

V étant un entier positif quelconque, 8,| une fraction qui devient 
aussi petite qu'on veut quand n est suffisamment grand, 9 et 9' deux 
nombres compris entre zéro et l'unité. C'est en cela que consiste 
l'existence de la fonction inverse x. 

De même, au nombre Y = yy correspond une suite convergente 

^1? ^2ï •••> -Xn-i-N, ... 

et l'on a pareillement 

Formons le produit yy et égalons-le à Y; nous trouvons 

Il résulte visiblement de là que la suite, dont X„^n est le 
terme général, est équivalente à celle dont le terme général est 
^/i+v + ^n-hv C'est précisément là ce qu'exprime l'égalité qu'il 
s'agissait d'établir. 

En s'appuyant sur cette relation, maintenant démontrée, on 
prouverait facilement celle-ci : 



^W)=?l 



logl^*^/ = ^logr, 

t 

qui exprime seulement l'équivalence de deux suites; y^ est, en 
effet, l'un quelconque des termes de rang suffisamment éloigné 
d'une suite -s^, -^2) •••? tandis que le logarithme d'un quelconques 
des termes de cette suite est lui-même défini par une suite con- 
vergente. Nous avons expliqué dans un cas tout à fait général 
(Chap. l, n** 13) comment doivent être formées les suites telles 
que celles dont il est ici question. 



CHAPITRE V. 

DÉRIVÉES. — PREMIERS EXEMPLES DE FONCTIONS UNIFORMÉMENT 
DIFFÉRENTE BLES. 



Quand une fonction f{x) est continue pour chaque valeur de x 
appartenant à un intervalle (*), il y a lieu d'étudier le rapport de 
l'accroissement de cette fonction à celui de la variable : Tétude 
de ce rapport, dans certains cas, conduit à la notion de dérivée, 
l'une des plus fondamentales de l'Analjse. Après avoir précisé 
cette notion, nous définirons les fonctions particulièrement 
importantes qui jouissent de la propriété d'être uniformément 
différentiables^ et nous donnerons quelques exemples de pareilles 
fonctions. 



I. — Cas où la fonction est définie par des nombres. 

\ . Pour plus de simplicité, nous ne considérerons d'abord que 
le cas où la fonction f{x) est pour chaque valeur x un nombre 
déterminé, et non un terme de rang suffisamment élevé d'une 
suite convergente. 

A une valeur x -\- h correspond le nombre f{x + A) ; la diffé- 
rence 

est V accroissement de la fonction f pour l'accroissement h de la 
variable à partir de la valeur x. Considérons maintenant des 
accroissements A, /t'. A", . . ., formant une suite convergente qui 
ait pour limite zéro, et soient A", /:', k' ^ . . ., les accroissements 



(•) Ce qui n'entratne pas, rappelons-le, qu'elle soit continue dans cet inter- 
valle {voir Chap. III, n"»7). 
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correspondants delà fonction. Nous formons la suite des rapports 

(*^ V K' W •••• 

Suivant la fonction /(^) que Ton considère, cette suite sera ou 
ne sera pas convergente. Quand elle est convergente et quand, de 
plus, toute suite analogue de rapports 

/ ^ ^i ^i ^i 

ayant pour dénominateur des nombres qui tendent vers zéro est 
elle-même convergente et équivalente à la première suite, la fonc- 
tion f{x) jouit de propriétés qui la rendent particulièrement 
remarquable. 

On donne un même nom à tous les termes de la suite 

k k' k' 

(') V w w *••' 

à partir d'un rang suffisamment éloigné : on appelle chacun d'eux 
la dérivée de la fonction /(^) pour la valeur x considérée, et 
Ton dit que la fonction /(a:) admet une dérivée pour cette valeur. 
Lorsque la fonction admet une dérivée pour chaque valeur x 
comprise dans un intervalle (xq, X), cette dérivée est elle-même 
une fonction de x puisque à chaque valeur x correspond une 
suite convergente (i) dont la dérivée est un ferme, et une seule 
si l'on ne regarde pas comme distinctes les suites équivalentes 
telles que (2). On représente cette fonction dérivée par /'(x). 

Remarque, — En vertu de notre définition des fonctions, toute 
suite équivalente à la suite (1), alors même qu^elle ne serait pas 
formée de la même façon, est également propre à définir la 
dérivée. C'est là une observation très importante, sur laquelle 
repose, au fond, le calcul des dérivées. 

Pour former les dérivées, on évite, quand cela est possible, le 
calcul direct du rapport des deux accroissements k et A; on 
cherche à construire de toutes pièces une fonction, c'est-à-dire 
un ensemble de suites équivalentes à celle dont on est parti pour 
définir la dérivée, mais donnant lieu à des calculs moins pé- 
nibles. 



DÉRIYÉES. 95 

2. Exemple. — La fonction la plus simple que Ton puisse 
définir à la façon de celles dont il s'agit ici est la fonction 

où m est un entier positif. Il est aisé de voir qu'elle admet une 
dérivée pour toute valeur a:. En effet, si l'on donne à ^ un accrois- 
sement h et qu'on désigne par k l'accroissement correspondant 
de la fonction y, on aura 

Appliquant la formule du binôme, on trouve 

rr = mx^-^-^ R, 

les m — I termes dont la somme est désignée par R contenant en 
facteur, le premier A, le second A^, ..., le dernier A'^~*. 11 est mani- 
feste que, quelle que soit la loi suivant laquelle on fera tendre h 
vers zéro, le rapport k : h tend vers rrix^^^ , Telle est donc la 
dérivée de la fonction x^, 

II. — Cas où la fonction est définie par des suites convergentes. 

. 3. Nous arrivons maintenant au cas où la fonction f{x) est 
définie par un ensemble de suites convergentes. Soit, pour la 
valeur x^ la suite 

(3) /i(^)> M^)i •.., //»i(^), •••, AC^)» •••• 

Si /i4, A2? . • • so'^t des nombres tendant vers zéro suivant une 
certaine loi, les valeurs de la fonction y pour a: + A4, ^ + A2, ..., 
seront respectivement définies par les suites convergentes 

(4) /i(a?-i-Ai), fi{x-^hi), ..., fr^x-i-hi), ..., 

(5) /i(iP-+-A2), M^-^K), '". ^(^-+-^0» "-> 



Supposons qu'en rapprochant les termes de la suite (3) de ceux 
de la suite (4), puis de ceux de la suite (5), et des autres, on ait 
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pu constituer une suite convergente 

^^^ h, ' h, ' •••• 

Supposons, en outre, qu'à toute autre suite h\, h'^^ ... de 
nombres tendant vers zéro on puisse faire correspondre une suite 
analogue à la précédente, et qui lui soit équivalente; on dit alors 
que la fonction / admet une dérivée pour la valeur considérée x^ 
et cette dérivée f^{x) est l'un quelconque des rapports qui com- 
posent ces diverses suites. 

Insistons, pour préciser davantage, sur les indices /ij, Tj, /i2, 
r2, ..-, dont la grandeur doit être dans une certaine relation 
avec la petitesse des accroissements correspondants Ai, ^2? • ••• 
En efiet, la notion de dérivée, telle que nous venons de la définir, 
serait illusoire, si, en prenant, pour former les numérateurs des 
rapports qui composent la suite (6), des termes de rang plus 
élevé que ceux qui ont été empruntés à la suite (3) et respec- 
tivement aux suites (4), (5), . . . , on obtenait une nouvelle suite 

(^) h, ' h, ' •••' 

non équivalente à la suite (6). Mais nous allons montrer qu'il n'en 
peut être ainsi, si les indices /i/, ri ont été pris suffisamment 
grands. 

Voici ce qu'il fautentendre par ces mots. Donnons-nous une suite 
quelconque £<, £2, . . ., de nombres tendant vers zéro. Puisque la 
suite (3) est convergente, on peut déterminer l'indice n^ de telle 
manière que, p étant un entier positif quelconque, on ait 

IA(^)-A./^)|<^- 

De même, la suite (5) étant convergente, on peut déterminer Ti 
de manière à vérifier, quel que soit l'entier positif q^ l'inégalité 

|/,,(x+A.)-A,,(^ + A.)|<^. 
En déterminant d'une manière analogue les indices Aa, /'a et les 
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suivants, on s'assurera que toute suite telle que (6/ peut s'écrire 

7 HOiei, 7 HOjÊj, ..., 

Al /ij 

les fractions 0/ étant comprises entre — i et + 1, c'est-à-dire que 
toute suite de cette espèce est équwalente à la suite (6). 

4. Nous avons dû, dans ce qui précède, supposer la fonc- 
tion f{x) donnée par une suite convergente déterminée, la 
suite (3). Mais nous savons qu'elle peut aussi être définie par 
toute suite équivalente 

(7) ?i(^), ?j(^), -.M ?rt,(ar), ..., ^n^{x), .... 

Il faut donc que l'on puisse, dans la formation de la dérivée, 
substituer cette nouvelle suite à la suite (3). C'est ce qui a lieu 
en effet. Pour le montrer, considérons la suite 

qui est l'analogue de la suite (6), et donnons-nous une suite de 
nombres e',, t^, •• ., convergeant vers zéro. En vertu de l'équi- 
valence des suites (3) et (7) et de la continuité de la fonction 
pour la valeur x, on peut choisir nt et ri de manière à vérifier les 
deux inégalités 

On déterminera d'une façon analogue les indices /la, /'a et les 
suivants. Dès lors, la suite (8) pourra s'écrire 

h, ^^*'»' h, "^^«*2, ... 

(~i<ei<i), 

ce qui prouve qu'elle est équivalente à la suite (6). 

On comprendra mieux l'importance de la remarque précédente 

si l'on observe qu'elle revient à ceci : si deux fonctions /{x) 

et cp(^) sont identiques pour toutes les valeurs x appartenant à 

un intervalle et si l'une d'elles admet une dérivée, la seconde en 

G. R. — I. n 
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admet une aussi et ces deux dérivées sont identiques. C'est là une 
conclusion fort utile. Par exemple, quand <p(^) est une série, il 
est, en général, impossible de reconnaître si elle admet ou n'admet 
pas de dérivée. Mais, si l'on sait sommer la série cp(j;), c'est-à-dire 
si l'on parvient à prouver qu'elle est identique à une fonction 
connue, admettant une dérivée, on est assuré, par là même, que 
la série a une dérivée et l'on sait la trouver. 



III. — VariatLons de la fonction et signes de la dérivée. 
Fonctions à dérivée nulle. 

5. Quand une fonction admettant une dérivée est croissante 
pour toutes les valeurs x appartenant à un intervalle, cette dérivée 
ne peut être que positive ou nulle, puisque, d'après la définition 
des fonctions croissantes, aucun des termes de la suite 

k k' k" 

T W W •••' 

n'est négatif. Il peut arriver, d'ailleurs, que cette suite tende vers 
zéro, auquel cas la dérivée est nulle. 

Réciproquement, si la dérivée est positive dans tout un inter- 
valle, la fonction est croissante /?owr chaque valeur x appartenant 
à l'intervalle; mais cela n'entraîne pas qu'elle soit croissante dans 
tout l'intervalle (Chap. III, n*' 9). 

Enfin, si la fonction est constante dans tout un intervalle, elle 
a une dérivée, et cette dérivée est nulle pour toutes les valeurs x 
de l'intervalle. 

Les trois propositions que nous venons d'énoncer ne doivent 
pas être considérées comme évidentes a priori. On les démon- 
trera en se reportant aux définitions précises que nous avons 
données (Chap. III, n°9) des fonctions croissantes et des fonctions 
constantes. On conçoit d'ailleurs que des résultats destinés à avoir 
un aussi grand retentissement dans toute l'Analyse ne puissent 
pas être le résultat de quelque constatation banale. 

Nous insisterons sur la réciproque du dernier énoncé : 

Si la dérivée d^ une fonction est nulle pour toutes les valeurs 
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appartenant à un intervalle, il ne s^ ensuit pas que la fonction 
soit constante dans tout cet intervalle. 

Voici un premier exemple qui le montre bien : 
Soil un intervalle rationnel quelconque (o, i) ou tout autre, 
que nous décomposerons en deux intervalles irrationnels (ei ) 
et (ea) : dans le premier intervalle {e^) la fonction f{x) a une 
valeur constante a^\ dans le second, une valeur constante ^2, 
différente de a^ . Cette fonction admet une dérivée pour toutes 
les valeurs ^, sans exception, appartenant à l'intervalle total (o, i), 
et cette dérivée est nulle. Néanmoins la fonction n'est pas con- 
stante dans tout cet intervalle. 

A la vérité, cet exemple est peu intéressant, parce que la fonc- 
tion est discontinue dans l'intervalle total et surtout parce que 
cet intervalle est décomposable en deux autres, dans chacun des- 
quels la fonction est constante. Mais on peut construire des fonc- 
tions continues dans tout un intervalle qu'on ne peut pas décom- 
poser en un nombre déterminé de sous-intervalles où elles soient 
constantes, fonctions qui ont cependant une dérivée constamment 
nulle dans l'intervalle considéré. 

6. Voici la définition d'une fonction f{x) jouissant de ces 
propriétés dans l'intervalle (o, i). Nous donnons à f{x) la valeur 
zéro pour x =^ o et la valeur a pour x = i\ nous divisons l'inter- 
valle (o, i) en trois aulres intervalles irrationnels ei, ^2, e^ tels 

que le second e^ comprenne la valeur x = -' Nous donnons ^f(x) 

dans tout l'intervalle ^2 la valeur constante 

-(o-ha) = -. 

•2 2 

Ainsi f{x) est définie dans l'intervalle ^a; elle ne l'est pas 
encore dans les intervalles e^^ e^. 

Pour abréger, nous appellerons intervalle plein un intervalle 
dans tout lequel la fonction est définie; intervalle vide un inter- 
valle où elle ne l'est pas. Ainsi ^2 est un intervalle plein; ei, 
(?3 sont des intervalles vides. Nous considérerons la valeur x =:o 
et la valeur x = i comme des intervalles pleins. 

Maintenant nous divisons les intervalles vides Ci, ea, respecti- 
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vement en trois autres irrationnels e\^ e\^ e"l\ e,, e\^ e"^. Sauf les 
intervalles qui commencent à zéro et ceux qui finissent à i, tous 
les intervalles dont nous parlerons sont irrationnels à leurs deux 
limites. 

Si les deux fractions ^ et ^ ne sont pas déjà comprises dans 

rintervalle Ca, nous opérons le nouveau fractionnement de façon 

que e\ comprenne a: = ^ et que e\ comprenne a: = ^' Dans le cas 

contraire, le fractionnement sera fait d'une façon absolument 
quelconque. Dans l'un et l'autre cas, nous attribuons kf{x) dans 
l'intervalle e^ la valeur constante 



I / a\ a 



qui est la moyenne des valeurs relatives aux deux intervalles pleins 
entre lesquels est compris e'|, et dans l'intervalle e\ la valeur 

constante 

\ fa \ 3a 
-(--i-a = -— , 

moyenne des valeurs relatives aux deux intervalles pleins entre 
lesquels est compris e,. 

En résumé, après ce second fractionnement, nous nous trouvons 
avoir créé 7 intervalles, alternativement vides et pleins et tels que 
la diflFérence des valeurs de la fonction dans deux intervalles 
pleins consécutifs est a\ 2^. 

Continuons à diviser les intervalles vides chacun en trois inter- 
valles irrationnels et faisons en sorte que toutes les fractions de 
dénominateur 4? P^îs toutes celles de dénominateur 5, etc., 
soient dans des intervalles pleins; de plus, donnons toujours pour 
valeur à /(a:) dans chaque nouvel intervalle plein la moyenne des 
valeurs relatives aux deux intervalles pleins qui le comprennent. 

On voit que la fonction /(^) se trouvera ainsi définie pour 
toute valeur énonçable x. Remarquons en outre qu'après q frac- 
tionnements les valeurs de f{x) dans deux intervalles pleins con- 
sécutifs diffèrent de a \ 2^. 

Nous allons établir la continuité de f{x) dans tout l'inter- 
valle (o, i). Étant donnée une fraction positive Cj aussi petite qu'on 
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veut, montrons qu'il existe un nombre a tel que, x et x^ étant 
quelconques dans l'intervalle, mais différant de moins de a, on a 

l/(^')-/(^)l<e. 

Déterminons, à cet effet, le plus grand entier gr qui vérifie l'iné- 
galité a : 2^<; Ê et appelons 8^ l'amplitude du plus petit des inter- 
valles qui restent vides après le ^i«™e fractionnement. Je dis que 
le nombre cherché a peut être pris égal à 8^. Car, x et x^ différant 
de moins de 8^, de deux choses l'une : 

1° Ou bien x et x^ appartiennent au même intervalle plein; 
alors la fonction étant constante dans un pareil intervalle, la dif- 
férence f{x^) — f{^) est nulle, conséquemment plus petite que e. 

2° Ou bien x et x^ appartiennent à deux intervalles pleins 
différents; alors, comme leur différence est moindre que 8^, l'un 
de ces deux nombres appartient forcément à un intervalle créé 
par un fonctionnement plus avancé que le q^^^^^ et, d'après la loi 
de formation des intervalles pleins, on a 

i/K)-/(^)i<^<«- 

La continuité de la fonction dans tout l'intervalle (oj) est ainsi 
démontrée. 

Dans tout ceci, nous ne nous sommes pas servis de l'hypothèse 
que les intervalles sont irrationnels. Nous l'utiliserons maintenant. 

Donnons-nous un nombre quelconque x. Il est compris dans 
un certain intervalle plein, et, comme les deux suites convergentes 
qui définissent cet intervalle sont irrationnelles, aucune d'elles n'a 
pour limite x. On pourra donc toujours trouver un nombre p (qui 
dépend essentiellement de x et change généralement avec x)^ tel 
que h étant arbitraire, positif ou négatif, mais plus petit que p 
en valeur absolue, ^ -1- A se trouve compris dans le même inter- 
valle que X, Mais alors /(^ -1- A) a la même valeur que/(^). Donc 

h 

C'est-à-dire que f{x) a une dérivée constamment nulle. Cepen- 
dant f{x)^ on le voit, est continue et n'est pas constante dans 
l'intervalle (o, i). Il est même impossible de décomposer cet 
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intervalle en un nombre déierminé d'autres intervalles où f{x) 
conserve une valeur constante. 



IV. — FormatLon de fonctions admettant une dérivée. 
Dérivée d'une fonction de fonction. 

7. Quand on connaît des fonctions douées de dérivées, on peut, 
àTaide de ces fonctions, en former d'autres jouissant de la même 
propriété. Soient, en effet, u et v deux fonctions admettant des 
dérivées pour toutes les valeurs x d'un certain intervalle : la 
somme m + i^, le produit wi^, le quotient u',{> sont des fonctions 
qui admettent dans le même intervalle (sauf uli^ pour les racines 
de v) des dérivées faciles à déterminer (*). 

Nous ne nous attarderons pas à démontrer des règles bien con- 
nues; mais nous devons insister sur les fonctions de fonctions. 

8. Une fonction u = (^(x) étant définie dans un intervalle 
{xq, Xi) et une autre fonction j^=/(w) étant définie dans Tin- 
tervalle ï/o=cp(a:o), Mi = cp(x|), qui correspond au précédent, 
la question se pose de savoir si y est une fonction de x. On 
ne peut affirmer qu'il en soit ainsi en général; mais il y a un cas 
où l'affirmation est exacte : c'est celui où /{u) est une fonction 
continue dans l'intervalle (mq, Ui). 

En effet, (f{x) est l'un quelconque des termes w', «/, w'", ... 
d'une certaine suite convergente. D'autre part, f{u')^ f{^")^ 
y*(w"^), ... sont respectivement les termes de rang suffisamment 
élevé de suites convergentes ^ 



ri. 


y't, 


y'z- ■■ 


M y-n' 


y\, 


r., 


y\. •• 


- y"n' 


yi 


yl 


yl. ■■ 


■ fn' 



Formons la suite 



J^n'î yn'"> yn!* 



(') En conséquence, puisque a?"», où m est entier et positif, admet une dérivée 
(n« 2), tout polynôme entier en x et toute fraction rationnelle (sauf pour les 
racines de son dénominateur) admettent des dérivées dans tout intervalle. 
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OÙ les indices n', n", n'"^ . . . vont en croissant, et qui correspond 
à une valeur x de Tintervalle (^q? ^0« Cette suite est conver- 
gente comme correspondant à la suite convergente u' ^ u" ^ u!"^ ..., 
parce que la fonction /(j?) est continue (Chap. III, n°6); de plus, 
toutes les suites analogues que l'on formerait en prenant dans le 
tableau ci-dessus des termes d'indices respectivement supérieurs 
à n'y ri\ n"', . . . sont convergentes et équivalentes (Chap. I, n® 15) 
à la suite considérée. Il résulte de là que jk est bien une fonction 
de x\ nous la représenterons parF(^). 

Supposons maintenant que ç(^) admette une dérivée ^\x) 
dans l'intervalle (^o? ^\) et f{u) une dérivée f'{u) dans Tinter- 
valle (woj ^^0* A. un nombres; du premier intervalle correspond une 
suite convergente Ui^u^-i Ws, •• . comprise dans le second et dont 
nous désignons un terme quelconque par u] à cette même valeurs: 
correspond une autre suite convergente j^^ î ^'2? JKs^ . • . , dont nous 
désignons un terme quelconque par y. Considérons des nombres 
X -{- ^Xy . X -\' ^' Xy X -{- ^' X y ... et désignons par m + Am 
et y -h ^y, par u-^ ^'u et y -^ bJy^ par u + A" w et j^ 4- ^'y^ . . . 
des termes de rang quelconque de chacune des deux suites qui 
correspondent à ces nombres. Nous avons identiquement 

AcT Am Ax 

et les hypothèses que nous avons faites sur l'existence des deux 
dérivées cp'(^) et /'(u) reviennent à admettre que les deux suites 

Aw A' u A" u 

1 — » Ti — ' TTr — ' • • • > 

ùlX Xx a X 
Ay A'7 A> 
Au A'u Al'u 

sont convergentes. Il en est donc de même de la suite 

Ay A' y A''y 

I^' Â7^' Â^' ''' 

c'est-à-dire que la fonction j^ = F (^) admet une dérivée et que 
cette dérivée ¥'{x) est le produit f {u) «p'(^). 
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V. — Fonctions uniformément différentiables. 

9. Définition. — Une fonction /(^) est dite uniformément 
différentiable dans un intervalle (a, b) si, étant donnée une 
fraction positive e, aussi petite qu'on veut, on peut déterminer 
un nombre positif a tel que, pour deux nombres quelconques x^ 
x' appartenant à l'intervalle et différant de moins de a, le rapport 

f{x')-f{x) 
x' — X 

diffère de moins de e de tous les rapports analogues qu'on peut 
former avec deux autres nombres quelconques pris dans le petit 
intervalle a auquel appartiennent x et x' , 

De cette définition résujite évidemment que la fonction f{x) 
admet une dérivée pour tout nombre x compris entre a et è, et 
que cette dérivée /'(j;) jouit de la propriété suivante : quel que 
soit X, on peut, étant donnée une fraction positive e aussi petite 
qu'on veut, déterminer un nombre a tel que, pour tout nombre x' 
différant de x de moins de a, on ait 



ii^i^ë^-fi') 



<e. 



Quand la fonction n'est pas uniformément différentiable, le 
nombre a, au lieu d'être constant, dépend de ^ ; et l'on peut, étant 
donnée une fraction positive -/i, aussi petite qu'on veut, trouver 
dans l'intervalle (a, b) deux nombres Xy x\ différant de moins 
de Y\ et tels qu'on ait 



■û^j^^' -/■(«) 



>/, 



/ étant un nombre qu'on sait calculer quand on connaît la fonc- 
tion /(a:). 

Remarque. — Ce qui précède ne nous renseigne pas sur l'exi- 
stence de fonctions satisfaisant à la définition des fonctions uni- 
formément différentiables. Nous verrons plus tard que toutes les 
fonctions représentées par des séries entières et toutes celles 
qu'engendre l'intégration sont uniformément différentiables. 
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Mais, dès les paragraphes suivants, nous allons faire connaître 
deux exemples, particulièrement importants, de pareilles fonc- 
tions, savoir x^ et a^, 

VI. — La fonction a?'». 

10. Quand m est un entier positif, cas déjà examiné, il est facile 
de voir que la fonction x^ est non seulement douée de dérivée 
(n° 2), mais uniformément différentiable. 

Quand m est un entier négatif, la fonction jouit des mêmes 
propriétés, sauf pour la valeur x =^o. 

Nous allons maintenant définir et étudier la fonction x^^ en 
supposant que x est un nombre positif quelconque et m une frac- 
tion/? : q dont les deux termes sont positifs. 

A une valeur donnée x nous faisons correspondre une suite 
con vergen te j^i , y 2 ? • • • ? J^r ? • . • ? don t les termes son t, par exemple , 
les racines q^^^^^ arithmétiques de xP à lo^ près. L'un quel- 
conque de ces termes est, par définition, x"^» 11 est d'ailleurs per- 
mis de substituer à cette suite toute suite qui lui serait équiva- 
lente : il est parfois utile de considérer celle qui est formée par 
les puissances p^^^^^ des racines gr**"»" de x; on démontrerait 
sans peine l'équivalence de cette suite et de la première (*). 

11. La /onction x^ est continue. En effet, si nous consi- 
dérons une suite convergente quelconque x^^ ^2? • • •> ^n) • • •? la 

suite 

p P P 

est, elle aussi, convergente d'après une remarque faite à propos 



( ' ) Il peut arriver que l'exposant m fasse lui-même partie d'une suite conver- 
gente mj, Wj, . . ., /n„, Alors la suite 



formée comme nous l'avons déjà expliqué (Chap. I, n* 15) est, elle aussi, con- 
vergente, à cause de la continuité de la fonction exponentielle. On prendra 
pour x"^ un terme quelconque de cette suite, à partir d'un rang suffisamment 
élevé. 
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de la fonction exponentielle (Chap. IV, n° 16), et ceci sufGt pour 
prouver la continuité de la fonction considérée, à raison du théo- 
rème général (Chap. III, n° 6) qui relie la convergence des suites à 
la continuité des fonctions dans un intervalle. Cette fonction est 
donc continue dans, tout intervalle dont la limite inférieure est 
un nombre positif. 

12. La fonction x^ est uniformément différentiable, dans 
tout intervalle de cette sorte. Pour le prouver, il nous sera com- 
mode de la définir, comme il a été dit en second lieu, par les 
puissances ^»^™es j^g racines y»«™«s jç ^ 

Désignons par Ç^ l'une de ces racines y*^™^» et formons le quo- 
tient 

On verra, avec un peu d'attention, qu'on peut prendre x' assez 
voisin de X pour que le numérateur diffère aussi peu qu'on voudra 
de /?i?"* et le dénominateur de ^$?~*, de sorte que le quotient 

diffère lui-même aussi peu qu'on voudra de — $^~^. 

L'existence de la dérivée résulte de ce que $i, $2? •••? \n ••• 
formant une suite convergente, il en est de même (Chap. IV, 
n® 16) des nombres 

dont l'un quelconque doit, d'après nos définitions, être repré- 
senté par 






^a? ^ = mx^-^. 



Telle est donc la dérivée cherchée. On démontrerait enfin que, 
étant donnés un intervalle quelconque, dont la limite inférieure 
est positive, et une fraction e aussi petite qu'on voudra, il est 
possible de déterminer un nombre a tel que, pour deux nombres a: 
et x^ appartenant à l'intervalle considéré et différant de moins 
de a, on ait 

mx"^-^ < e, 



X — X 
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de sorte que la fonction x^ est uniformément différentiable dans 
tout, intervalle dont la limite inférieure est un nombre positif. 

VII. — Dérivée de la fonction exponentielle. 

13. Reportons-nous aux paragraphes 13 et 14 du Chapitre IV, 
dont nous garderons ici les notations, et, en particulier, à l'égalité 

h h h 

Remarquons d'abord que le dernier terme du second membre 
ne peut donner lieu à aucune difficulté; car, nous étant donné x, 
lorsque nous aurons fixé la valeur de A, nous pourrons, ainsi qu'il 
a été expliqué à l'endroit cité, prendre s assez grand pour que A l h 
soit aussi petit que nous voudrons. Il n'y a donc plus à s'occuper 
de ce terme. 

Nous pouvons écrire 



a^— I = |X, (^h=-^jy 



la valeur jjl, dépendant de l'approximation avec laquelle on calcule 
la racine Q'^™® de a^\ Remarquons que, si h est fixé, quelque 
petit qu'il soit, [jl, ne peut pas, quelque grand que soit 5, tomber 
au-dessous d'une certaine fraction [jl, qu'on pourrait calculer. 

Cela posé, considérons la fonction log^^ et remplaçons l'argu- 
ment z par I + jjLj. A ce nombre i + [jl^ correspond une suite 
convergente Aj, ^2? • • • ? A;,, . . ., telle que les nombres 

c*, c*, ..., u , ... 

convergent vers z. Remarquons que, si s est déterminé, la suite h^ , 
A27 • • • n'a pas pour limite A, mais que A/, diffère de A par une 
fraction e, qui tend vers zéro lorsque s et n croissent simulta- 
nément d'une manière indéfinie. Posons donc 

hn= h — Ê^, 

d'où l'on tire 

A = loga(I-^ [i.s)-^h' 
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Il Vient en conséquence 



loga(H-{A,)H-e5 






Or, si nous faisons d'abord croître s indéfiniment, en même 
temps que /i, nous savons que e, tend vers zéro, tandis que [jl^ ne 
tombe pas au-dessous d'une certaine fraction fixe [jl; par suite, le 
rapport e, : [jl, tend vers zéro. 

Il suffit donc de faire voir que, lorsqu'on forme une suite A, 
A', h"j ... de valeurs convergeant vers zéro, la suite correspon- 
dante 

_i _L i. 

l0ga(I+f^.)^ l0ga(H-fi;)^ l0ga(l+ixj)l^îf, ... 

est elle-même convergente. Or, nous avons prouvé (Chap. I, n° 10) 
que, si [jl,, [Ji.^ , [J^][ , ••• sont les inverses d'entiers positifs qui 
croissent indéfiniment, la suite 



(9) 



(i+j,,)i^., (, + jx;)^ (i^ii"sr 



est convergente. Il est facile de s'assurer que cette conclusion 
subsiste quand les [jl, sont des fractions positives ou négatives 
tendant vers zéro. De cette propriété et de la continuité de la 
fonction logarithmique (Chap. IV, n® 17) il résulte (Chap. III, 
n®6) que, si l'on désigne par e l'un quelconque des termes de la 
suite (9), la fonction exponentielle a^ admet une dérivée et que 
cette dérivée est 

loga^* 

14. Mais il y a plus : la fonction exponentielle est uni/or- 
mément différentiable dans tout intervalle. Cherchons, en effet, 
une limite supérieure a de A et de A', telle qu'on ait 

a^' — I 



a^ — ; a^ - 



h' 



<e. 



Il suffit évidemment de satisfaire aux deux inégalités 



2^ — 1 



^ ia^ 



a^' —\ 



h! 



< 



2t/-^ 
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X étant la limite supérieure de l'intervalle (^0? X) auquel appar- 
tient le nombre ^ (si a>i; dans le cas contraire, il faudrait 
remplacer X par la limite inférieure Xq)* De ces deux inégalités 
qui ne sont pas distinctes, on tirera, puisque la fonction expo- 
nentielle admet une dérivée pour toute valeur ;r et, en particulier, 
pour ;r = o, une limite supérieure a des valeurs absolues \h\ 
et \h'\. Cette limite a étant visiblement indépendante de la 
valeur x considérée, la fonction exponentielle est uniformément 
différentiable dans tout intervalle {xq, X). 

15. Le résultat précédent va nous permettre de calculer la 
dérivée de la fonction qu'on représente par le symbole e^. En 
effet, quand on donne à m une valeur fixe dans l'expression 



[(■-^)i" 



on obtient une fonction dont la dérivée est égale à cette expo- 
nentielle même, divisée par 



1 



log(i+fx)f', 

le logarithme étant pris dans le système qui a pour base ( i -+- — - ) > 

et [JL étant une fraction plus petite que toute fraction donnée. 
Quand m croît indéfiniment, Texponentielle considérée devient 
la fonction qu'on représente par e^. Il s'agit de voir quelle valeur 
le logarithme prend dans les mêmes conditions. Appelons-le z ; 
ce logarithme est défini par la relation 

le signe d'égalité indiquant ici l'équivalence de deux suites : 
celle qui figure au premier membre est convergente (Chap. IV, 
n** 16); celle qui figure au second membre est convergente (n® 13) 

et, de plus, équivalente à celle qui a pour terme général f i -h — j • 
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Aussi pouvons-nous écrire 



ihirhhiù' 



Or, dans tout système de logarithmes, le logarithme de la base 
est égal à l'unité. Nous avons donc z = i, ce qui prouve que la 
fonction e^ est à elle-même sa propre dérivée. 



CHAPITRE VI. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS UNIFORMÉMENT 
DIFFÉRENTIABLES. 



Nous établissons, dans ce Chapitre, plusieurs propriétés impor- 
tantes qui sont communes à toutes les fonctions uniformément 
différentiables, mais dont certaines n'appartiennent pas exclusi- 
vement à ces fonctions. 



I. — Premièresjpropriétés. 

1. Théorème. — Si une fonction est uniformément diffé- 
rentiahle dans un intervalle {a^ è), elle est continue dans cet 
intervalle, ainsi que sa dérivée. 

Nous démontrerons d'abord la continuité de la dérivée. D'après 
la définition même des fonctions uniformément différentiables 
(Chap. V, n® 9), on peut, se donnant e, satisfaire à l'inégalité 



-f'(^) 



<-:• 



et en même temps à celle-ci 



/(^) -y) -/>(:.-) |<i; 



2 



de leur rapprochement résulte 

\f{a:')-f{x)\<s. 

Pour établir la continuité de la fonction f(oo) elle-même, par- 
tons de l'inégalité qui traduit la définition et écrivons-la de la 
manière suivante 
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La dérivée /'(^), étant continue dans Fintervalle (a, 6), est 
finie; il existe donc un nombre M supérieur à/'(^) + 6£, quel 
que soit x. Comme, d'autre part, x* — x est en valeur absolue 
moindre que a, il vient 

|/(^')-/(^)|<Ma. 

Or a est Indépendant de x\ il est arbitraire et aussi petit qu'on 
veut. Donc /(a:) est continue dans l'intervalle (a, 6). 

Remarque, — Les principales des fonctions douées de dérivée 
que nous avons rencontrées jusqu'ici se trouvant être uniformé- 
ment différentiables, il est bon de citer un exemple de fonction 
qui admette une dérivée sans être uniformément différentiable. Le 
suivant est d'autant plus intéressant que la dérivée est finie. Anti- 
cipant sur des connaissances que nous acquerrons par la suite, 
considérons la fonction 

/(a?) = ar«siD-, [/(o) = o], 

qui admet, pour toute valeur x autre que zéro, une dérivée 

f'(x) = — cos — h aipsin — • 

Cette formule étant inapplicable pour a: = o, il faut, pour cette 
valeur, se reporter à la définition de la dérivée. Le rapport 



, h> sin T 
k h 



= h sin -7- 



h~~ h ~ h 

est le terme général d'une suite 

/isin^j h%iïi-r]f h, sin t^ 
ti ri ri 



•t^' 



qui converge vers zéro. Donc, pour ^ = o, la fonction /(a:) admet 
une dérivée dont la valeur est zéro. Ainsi, dans tout intervalle, la 
dérivée est déterminée et finie; mais elle est discontinue, si cet 
intervalle comprend la valeur a: = o. En effet, pour ^ = o, la 
dérivée f^{x) est nulle. Or, on peut choisir une valeur x aussi 
voisine qu'on veut de zéro, pour laquelle /'(x) sera aussi voisin 
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qu'on voudra de tout nombre inférieur à i, par exemple de 1:2. 
Donc /'(a:) est discontinue et par suite /(a:) n! est pas unifor^ 
mément différentiable dans tout intervalle comprenant la 
valeur x = o, 

La fonction plus générale 



©(a?) = iF^sin -> [<p(o) = o], 



X 



où a est une fraction à dénominateur impair, comprise entre i 
et 2, n'est pas uniformément différentiable dans tout intervalle 
comprenant la valeur x =^ o parce que, dans cet intervalle, sa 
dérivée devient infiniment grande sans cesser d'être déterminée. 
En effet, pour toute valeur x autre que zéro, on a 

vj'(x) = aa?«-ï sin a?»-' cos — • 

^ ^ ' X X 

On voit que x peut être pris assez petit pour que cette dérivée 
dépasse tout nombre donné A.. Elle est d'ailleurs parfaitement 
déterminée pour cette valeur x^ supposée différente de zéro. 

Reste à chercher la valeur de la dérivée pour ^ = o. La for- 
mule précédente n'est pas applicable parce que les symboles qui 
y figurent n'ont pas de sens pour a: = o et que, d'ailleurs, il était 
impossible de différentier pour cette valeur la fonction proposée 
dont la représentation n'existe plus quand on fait a: = o. Mais, 
la fonction ^{x) étant supposée nulle pour ^2; = o, sa dérivée, 
pour cette valeur, sera, par définition, 

h^ sin -r — o 



= h sin 7-, 



c'est-à-dire zéro, puisque a est plus grand que l'unité. 

2. Voici une conséquence importante du théorème précédent: 
Toute fonction uniformément différentiable est rectifiable 
{voir Chap. III, n** 13). Soitj/* une fonction de ^, que l'on sup- 
pose uniformément différentiable dans un intervalle {xq^H). On 
peut alors, se donnant un nombre positif £, aussi petit qu'on 
G. R. - I. 8 
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veut, assigner un nombre a, tel que sous la seule condition 

\xr+i — ix;r\< a, 

imposée à deux nombres Xr+t et Xr appartenant à Tinter- 
valle (xqj X), on ait 

I (yr+l—yr) — (^^^-l — Xr)f\Xr) I < e | Xr^^ — Xr |. 

Ceci permet d'écrire 

Cr= /(7r+l— J^r)'-H(a?,.+i--a7;.)»= {Xr+x — Xr) /l 4- [/'(^r) + £Ô]V 

(-I<e<l). 

Comme /'(^) est finie, on verra aisément qu'on peut remplacer 
cette équation par la suivante 

X;. étant, quels que soient Xr et ^r4.4, inférieur à un certain 
nombre A. On aura donc 

Mais la seconde somme est en valeur absolue inférieure à 

Xlt^Xr^X — Xr) = A(X — Xq), 

Si donc on prend e suffisamment petit pour que, dans le calcul 
particulier qu'on a à effectuer, on doive négliger e A(X — Xq)^ la 
somme considérée se réduira à 



Mais/(^) étant uniformément diff^érentiable, sa dérivée et par 
suite y/i -{- f''^{x) sont continues, donc inlégrables (Chap. III, 
n** 5). La somme considérée est donc indépendante du mode de 
subdivision adopté pour l'intervalle (^q, X) : c'est-à-dire que la 
fonction y est rectifiable, comme nous l'avions annoncé. 

3. Théorème fondamental. — Si une fonction f(x\ uniformé- 
ment différentiable dans V intervalle (a, 6), est nulle pour a 
et pour 6, sa dérivée s^ annule dans l'intervalle. 

Il faut entendre par là qu'on peut déterminer une suite conver- 
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gente x^ , X2, • • . , de nombres compris entre a et 6 et tels que la 
suite /'(aJi), /'(^2)i ••• ait pour limite zéro, cette suite étant 
formée comme nous l'avons expliqué précédemment (Chap. I, 
n° 15); de sorte que toute suite composée de termes pris plus 
loin que ceux-ci dans chacune des suites qui définissent respecti- 
\emenl f'(œ\)^ /'(^2)> ••• aura, elle aussi, pour limite zéro. A 
raison de la continuité de/'(^), toute suite $,, $27 ••• équiva- 
lente à Xi, X2', . . . jouira de la même propriété. 

Le théorème est évident si la fonction f{x) est constamment 
nulle entre a et b. Sinon /(a;), étant finie puisqu'elle est continue 
dans l'intervalle (a, 6), admet une limite supérieure et une 
limite inférieure, dont Tune au moins est différente de zéro. Sup- 
posons que ce soit la limite supérieure, et de plus que la fonction 
n'atteigne pas cette limite (c'est le cas général). Nous avons 
vu (Chap. II, n°8) qu'alors on peut créer dans l'intervalle (a, b) 
une série d'intervalles {ar, br), tendant vers zéro, compris cha- 
cun dans le précédent et comprenant chacun un nombre Xr pour 
lequel la fonction acquiert une valeur supérieure à celles qu'elle 
a pour les deux limites ar et br de cet intervalle partiel; en outre, 
la suite des nombres Xr est convergente. Cela étant, formons les 
deux suites 

/(ai)-/(^i) f{an)-f(xn) 
, • • • > > • • • > 

«1 ^1 CL/l a7„ 

_ , • • • , j- , ' ' • y 

Oi — Xi On, — Xn 

OÙ les ar sont les limites inférieures et les br les limites supé- 
rieures des intervalles partiels. La première est composée de 
termes tous positifs, la seconde de termes tous négatifs. 

Pour n suffisamment grand, la différence bn — a« est plus 
petite que le nombre a qui figure dans la définition des fonctions 
uniformément différentîables; comme /(a:) est une de ces fonc- 
tions, chacun des deux rapports 

f(aa)-f(Xn) ^ f{bn)-f{Xn) 
<Zfi — Xn bii Xfi 

diffère de f'{xn) de moins d'une fraction positive S/i aussi petite 
qu'on veut. Nous pouvons donc mettre les termes des deux suites 
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considérées sous les formes suivantes 

les e étant des nombres positifs qui tendent vers zéro, les 9 des 
fractions comprises entre — i et +i. Dès lors, on voit que les 
deux suites sont équivalentes entre elles et équivalentes à la suite 

L'une ajant tous ses termes positifs et l'autre tous ses termes 
négatifs, elles ont nécessairement pour limite zéro, ainsi que la 
dernière, ce qui démontre le théorème. 

Dans le cas particulier où la fonction atteint sa limite supé- 
rieure pour une valeur Xq, il n'est pas nécessaire d'invoquer le 
théorème que nous avons rappelé. On introduira d'emblée les 
deux suites considérées, où les Or seront des nombres croissants 
tendant vers Xç^y les br des nombres décroissants tendant vers ^Tq, 
et les Xr des nombres respectivement compris entre «r et br\ ils 
tendront aussi par conséquent vers x^ et la dérivée f'{x) sera 
nulle pour x^ au sens que nous donnons à ce mot. 

4. Remarque /. — Le théorème peut être vrai de certaines fonc- 
tions qui ne jouiraient pas de la propriété d'être uniformément 
différentiables; mais notre démonstration suppose expressément 
cette propriété. Siy(^), en effet, n'était pas uniformément diffé- 
rentiable, on pourrait, dans Tintervalle (a, 6), trouver deux 
nombres x et x' ^ aussi voisins qu'on voudrait et tels que 

f{x')-f{x) 
x' X 

eût 2i\ecf'{x) une différence supérieure à un nombre assignable. 
Or, si ces couples de nombres x et x^ se trouvaient être ceux que 
nous désignons par a,i et Xn-^ la démonstration tomberait visible- 
ment en défaut. 

Remarque II. — Pour appliquer le théorème précédent ou en 
poursuivre les conséquences, il faut bien remarquer que la 
suite x^^ ^2? ... de l'énoncé n'a certainement pour limite, ni a, 
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ni b. Nous avons vu, en effet (Chap. Il, n"* 6), que la limite 
supérieure M est l'un quelconque des ternies M|, M2, . . . d'une 
suite convergente, et les nombres ^1, x^-, ... sont précisément 
tels que 

/(^l)<M„ /(^2)<M2, ..., . 

/(a7i)>Mi— £,, /(^2)>M2— £2, 

la suite Si, £3? ••• convergeant vers zéro. Mais sî ^,, ^,, ... 
avaient pour limite a, par exemple, ou formaient une suite équi- 
valente à a<, a2, . . . dans le cas où Tintervalle [a^ b) serait irra- 
tionnel, les nombres /(^i), /( 0:2), ...,y(a:;,), ..., formeraient, 
à cause de la continuité de f{x)^ une suite tendant vers zéro, 
puisque f{a) est nul par hypothèse. Il en serait donc de même 
de M|, M2, . . ., ce qui est impossible, puisque la fonction n'est 
pas supposée constamment nulle entre a et b. 

Remarque III. — La somme, le produit, le quotient de deux 
fonctions uniformément différentiables sont des fonctions de même 
nature; toutefois, dans le dernier cas, il faut supposer que le dé- 
nominateur n'a pas de racine dans l'intervalle considéré. 



II. — Propositions relatives à la variation des fonctions 
uniformément différentiables. 

S. Théorème des accroissements finis. — Etant donnés une 
fonction f{x), uniformément différentiable dans f intervalle 
(a, b), et deux nombres x^ x' , appartenant à cet intervalle, 

on a 

f{x') ^f(x) = {t'^x) [far) + e.J, 

Ç étant l\in quelconque des termes d'une suite convergente, 
tous compris dans V intervalle (x, xf) et er étant une fraction 
qui tend vers zéro quand r augmente. 

Proposons-nous, en effet, d'exprimer la différence /(^') — /(^), 
que nous écrirons 

fix')-^f{x) = ix'-x)k, 

A étant un nombre à déterminer. Pour cela, considérons la fonc- 
tion auxiliaire 
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Cette fonction de 2, uniformément différenliable dans l'inter- 
valle (a, 6), comme étant la somme de deux fonctions telles, s'an- 
nule pour z = a: ei pour z = x^. Sa dérivée 

cp'(^)=/'(^)-A 

s'annule donc entre a: et a:'; c'est-à-dire qu'on peut déterminer 
une suite convergente de nombres Çr? appartenant tous à l'inter- 
valle (Xj x') et tels que les différences A — f'{^r) tendent vers 
zéro quand r augmenle. On peut donc poser 

ce qui démontre le théorème. 

Remarque L — Les nombres e^ ne tendent ni vers a:, ni 
vers x\ en vertu d'une remarque antérieure (n° 4). 

Remarque II. — Le théorème des accroissements finis s'ap- 
plique à des fonctions autres que les fonctions uniformément dif- 

férentiables. Il s'appliquerait, par exemple, à la fontion x'^ûn-y 

dont la dérivée est finie, mais discontinue (n° 1) et même à des 

fonctions telles que :z:"sin -> a étant une fraction comprise entre i 

et 2, à dénominateur impair, bien que la dérivée de cette fonction 
devienne aussi grande qu'on veut (n° 1) aux environs de ^ = o. 

6. Conséquence. — Une fonction, uniformément différen- 
tiable dans un intervalle i^a^ b) et dont la dérivée est nulle 
pour tout nombre x compris entre a et b, est constante dans 
cet intervalle. 

En effet, soient x et x' deux nombres quelconques de l'inter- 
valle (a, 6), et \r un nombre compris entre x et xf. Par hypo- 
thèse, /'(Ç^) est nul. On a donc 

en vertu du théorème des accroissements finis. 

Si f{x) n'était pas constant, on pourrait déterminer les deux 
nombres x et x' de façon que/(a:') — f{^) fût en valeur absolue 
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supérieure à un certain nombre l qu'on pourrait calculer. On en 
conclurait 

ce qui est absurde, car l'indice r peut être pris assez grand pour 
que Er tombe au-dessous de toute fraction donnée et, en particu- 
lier, de la précédente. 

Nous avons déjà fait observer et prouvé par des exemples que 
le présent énoncé n'est pas vrai, si la fonction /(^) n'est pas uni- 
formément différentiable (Chap. V, n°6), 

7. Variation des fonctions uniformément différentiables, 
— Une telle fonction est croissante dans un intervalle (a, b) si sa 
dérivée n'est jamais négative entre a et 6 et si, de plus, il n'existe 
dans cet intervalle aucun intervalle où cette dérivée soit constam- 
ment nulle. 

Trois cas peuvent se présenter : i® ou bien la dérivée est con- 
stamment positive dans l'intervalle (a, b)\ 2° ou bien elle est 
positive pour toutes les valeurs x comprises entre a et 6, sauf 
pour un certain nombre d'entre elles; 3** ou bien il existe une ou 
plusieurs suites convergentes ai, a2, . . . , ût^, . . ., comprises dans 
l'intervalle (a, b) et telles que les nombres 

/'(ai), /'(«2), ..., /'(««), ... 

tendent vers zéro. 

Nous ne traiterons que ce dernier cas, qui est le plus général. 

Pour montrer que la fonction /(a;) est croissante dans un inter- 
valle {x\ x) qui comprend un seul des termes de la suite ci-dessus, 
an par exemple {x'<Can<.x), il suffira de prouver l'inégalité 
f{x) — /(a„)>o, car on démontrerait de même l'inégalité 
f{^n)—J{^')'>o qui, rapprochée de la précédente, entraîne la 
conclusion annoncée. Or on a 

/(^) -/(a;,) = (07 -«„)[/'(?,) H- e,], 

et l'on sait que la suite convergente dont Ç^ fait partie ne tend pas 
versa,,; par suite /'(Çr), ne pouvant être ni négative, ni nulle, 
est positive. On peut alors assigner à l'indice r une valeur assee 
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grande pour que tr soit en valeur absolue moindre que/'(Çr); de 
sorte que l'on a bien 

La réciproque de la proposition que nous venons d'établir est 
exacte et se démontre facilement. 

8. Maxima et minima, — On dit qu'une fonction /(a:) passe 
par un maximum dans l'intervalle (a, 6) si l'on peut déterminer 
deux autres intervalles [x^^ol)^ (a, X2) contigus, compris dans le 
premier [x\ <C cl <C X2) et tels que la fonction soit croissante dans 
l'intervalle (xt^ a) et décroissante dans l'intervalle (a, o^a). On 
définit le minimum d'une manière analogue. 

Si les deux intervalles sont rationnels, a est un nombre bien 
déterminé et /(a) est plus grand que toutes les valeurs de/pour :z: 
compris, soit entre Xi et a, soit entre a et X2. Mais, en général, 
il n'en est pas ainsi, et il est impossible de calculer une valeur a 
pour laquelle f{x) soit supérieur aux valeurs voisines. Rappelons 
qu'alors l'extrémité a du premier intervalle (x^ a) est l'un quel- 
conque, à partir d'un rang suffisamment éloigné, des termes tous 
croissants d'une suite convergente a^ , a2, . . . , a;i, . . . ; l'origine a 
du second intervalle est l'un des termes, tous décroissants, d'une 
suite a, , a^, . . . , a^, . . . équivalente à la première. 

Quand la fonction f{x) est uniformément différentiable, le 
théorème précédent (n° 7) donne la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que cette fonction passe par un maximum dans l'inter- 
valle (a, 6). Il faut et il suffit qu'on puisse déterminer dans celui-ci 
deux intervalles contigus (a^i, a), (a, X2) tels que la dérivée y*' (a:) 
ne soit jamais négative dans le premier, jamais négative dans le 
second, et ne soit constamment nulle ni dans l'un, ni dans l'autre. 

Remarquons que la suite 

/'(ai), /'(«2) ..., /'(««), ..., 

ainsi que toute suite équivalente, doit converger vers zéro. Car, 
s'il n'en était pas ainsi, elle serait composée de termes tous posi- 
tifs, tandis que la suite 
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a ses termes soit nuls, soit négatifs. Or, à cause de la continuité 
de la dérivée (n^ 1), ces deux suites sont équivalentes, parce que 
les deux suites formées par les a et les a' le sont (Chap. III, n°6). 
Elles doivent donc tendre l'une et l'autre vers zéro. 



III. — Dérivée des fonctions inverses. 

9. Nous avons défini (Chap. IV, n° 5) la fonction inverse 
X = cp(y) d'une fonction j^ = /(^) continue et croissante dans un 
intervalle (a, b). 

Nous avons prouvé l'existence de cette fonction inverse dans 
l'intervalle correspondant 

.ro = /(^o), ri=/(è); 

c'est-à-dire que nous avons appris à former une suite conver- 
gente X\^ Xi^ ..., Xu^ ... qui, dans l'intervalle (a, 6), corres- 
pond à un nombre y, arbitrairement donné entre y^ etj^i, suite 
telle que l'on ait 

Zfi étant une fraction donnée, aussi petite qu'on voudra, si l'in- 
dice n est choisi suffisamment grand. Nous allons montrer que la 
fraction tn ne dépend pas de y. 

Pour cela, rappelons comment nous avons obtenu la suite x^ 
^27 • • • > -^/i) . • . • Nous avons formé une suite d'intervalles (a< , bCj-, 
(^2? ^2)? • • • î (<^/i> bn)y . . . dont chacun est la moitié du précé- 
dent. Les divers termes :r<,^2i •-.,^/^, ••• sont des nombres 
quelconques, compris respectivement dans ces intervalles. Or 
chacun de ces intervalles est tel que j^ tombe entre /(an) el /{bn), 
car nous les avons formés de façon qu'il en soit ainsi. Par consé- 
quent, comme /(a) est une fonction croissante, nous avons 

\y-A^n)\<Abn)-Aan). 

Mais, la fonction /(a) étant continue dans l'intervalle (a, 6), 
on peut, se donnant à l'avance une fraction e/z, déterminer un 
nombre a tel que, sous la seule condition 

\bn—an I <a, 
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on ait rinégalité 

celle-ci, à son lour, entraîne 

la fraction en étant indépendante dey, puisqu'on se l'est donnée 
arbitrairement. 

10. Ce point important étant acquis, nous ferons une hypothèse 
de plus sur la fonction f{x)', nous supposerons non seulement 
qu'elle est continue et croissante dans l'intervalle (a, 6), mais 
qu'elle est uniformément différentiable dans cet intervalle. 

Sous le bénéfice de ces hypothèses, nous allons montrer que, 

si la dérivée de /(x) ne s'annule pas dans l'intervalle (a, b)^.la 

dérivée <f\y) de la fonction inverse diffère aussi peu qu^on 

veut de 

I 

lorsque V indice n est suffisamment grand; la suite Xs^, ^2? • • . ? 
Xn-, • • • étant toujours celle que nous avons fait correspondre au 
nombre y^ choisi d*une manière quelconque entre j^o et j/'i. 

Donnons, en effet, au nombre considéré y un accroissement Ay, 
qui devra être tout à fait arbitraire, pour qu'on puisse parler de 
la dérivée de la fonction inverse a; = cp(j^). Nous aurons, d'après 
ce qui précède, 

y =f{^n) -+- 6£«, 

tn représentant la même fraction dans les deux égalités, où et 8' 
sont des nombres compris entre — i et + i. Retranchant ces deux 
égalités membre à membre et divisant par A;/-, on trouve 

Ax ^Xa ^Ay* 

Bien que l'on ne connaisse pas encore le nombre Xn^ on peut, 
parce que la fonction f{x) est uniformément différentiable, se 
donner un nombre e aussi petit qu'on veut et en déterminer un 
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autre a, tel que, sous la condition 

I tiXn I < a, 

le rapport 

diffère def'(x„) de moins de e et qu'on ait, en conséquence, 

f(Xn-h ^Xn)—f(Xn) 



àXn 



--f{^n)-h^lt (-I<ei<l). 



D'autre part, nous avons montré (Chap. IV, n® 5) que la fonction 
inverse <f(y) est elle-même continue dans l'intervalle (/o>J^O> 
nous pourrons donc prendre Ay assez petit pour que A^„ soit en 
valeur absolue moindre que a : il suffit pour cela que Ay, tout en 
restant arbitraire, soit inférieur en valeur absolue à un certain 
nombre qu'on peut calculer. 

Cela posé et Aj/- étant fixé, nous pouvons, dans la suite ^i, 
X2, . . . , a:^, ... qui est déterminée par la valeur considérée y^ 
prendre l'indice n assez grand pour que e^ soit inférieur en valeur 
absolue au produit eAj^ : cette condition fixe, sinon le terme Xn 
lui-même, du moins une limite inférieure du rang de ce terme. On 
a alors 

^Xa I -f- 2 62 £ 



Ar /'(^«) + 6ie 



(-i<e2<i). 



Nous déterminerons une limite supérieure de la fraction e, qui 
est restée jusqu'ici complètement arbitraire, en exprimant que la 
différence entre le rapport qui figure au second membre et l'in- 
verse àe f'{xn) est moindre qu'une fraction t^^ que nous nous 
donnerons et qui devra tendre vers zéro quand n augmentera 
indéfiniment. Pour résoudre l'inégalité qu'on obtient ainsi, remar- 
quons que/'(;2:) ne s'annulant point, par hypothèse, dans l'inter- 
valle (a, 6), sa valeur absolue a une limite inférieure m, différente 
de zéro. D'autre part, cette valeur absolue a, dans le même inter- 
valle, une limite supérieure M, parce que, /(a:) étant uniformé- 
ment différentiable, sa dérivée f{x) reste finie. En introduisant 
les deux limites m et M, on trouve aisément qu'il suffit de prendre 
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Nous arrivons ainsi à l'égalité 

qui prouve notre théorème. 

On voit que, de quelque manière que Ton fasse tendre vers 
zéro les accroissements A^, A^', . . . , les accroissements correspon- 
dants A^//, A^/i', . . . donneront lieu à une suite 



équivalente à la suite 



Aa7/i Aa7,i' 



qui est convergente, /'(^) étant finie et continue comme dérivée 
d'une fonction uniformément différentiable. On énonce ce résultat 
en disant que, si uue fonction f(^x^ est continue, croissante (ou 
décroissante) et uniformément différentiable dans un intervalle 
(a, 6), sa fonction inverse 'f (^) admet une dérivée pour toutes 
les valeurs y comprises dans l'intervalle correspondant, et que 
celte dérivée (p' (y) est l'inverse Aef^x)^ x étant la valeur decp(j^) 
pour la valeur y considérée. 

11. Dérivée du logarithme, — La fonction a^ étant continue, 
croissante (ou décroissante) et uniformément différentiable dans 
tout intervalle, nous pouvons appliquer à log^j/- la règle qui vient 
d'être établie pour la déiivée d'une fonction inverse. Étant 
donné y^ nous avons 

et aussi 

dy da^r '' a^rloga^ " 

dxr 

ce qu'on peut encore écrire 

d\o%ay I , ,, I 



ûÇr (^ — £/)ioga« "'* y^o^ae 



-^yir 



Ainsi, au nombre donné y correspond une suite convergente 
^o "^2) . . ., ^r, . ••> dont un terme quelconque est par définition 
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log^y. Il lui correspond aussi une autre suite, également conver- 
gente, 

I I I 

dont chaque terme peut être calculé lorsque son rang est donné. 
La fraction r\r tendant vers zéro lorsque r augmente indéfiniment, 
Tun quelconque des termes de cette suite est la dérivée par rap- 
port à ^ de la fonction log^y. C'est ce qu'on énonce en disant que 



est la dérivée de la fonction log^j^. 

IV. — Formules de Taylor et de Maclaurin. 

12. Une fonction /(a:) est supposée, dans un intervalle (^r©, X), 
uniformément différentiable et douée de n dérivées successives, 
dont les n — i premières soient uniformément différenliables et 
la dernière seulement finie. Deux nombres, a et a:, étant donnés 
dans cet intervalle, l'objet de la formule de Taylor est d'exprimer 
la différence entre /(^) et le polynôme 

Représentons cette différence par A(.r — a)^, p étant un en- 
tier quelconque; il s'agit de déterminer A. Nous construirons, à 
cet effet, la fonction 

\nl\)\ /"'-"(^)-A(^-^)/'. 

Cette fonction s'annule pour s = a et pour z^^x. Or, z^ étant 
une fonction uniformément différentiable (Chap. V, n® 11), la 
fonction cp(2) jouit de la même propriété, en vertu de nos hypo- 
thèses. Sa dérivée 
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doit donc s'annuler (n° 3) entre z = a et ^ = ^. Gela veut dire 
qu'on peut déterminer une suite convergente Çi, $21 •••? ir> •••? 
comprise entre a et a? et une autre suite e^ 62, .. ., convergeant 
vers zéro, telle que l'on ait 

On conclut de là 



(n-i)\p -^ ''•'^^ ^(07 — J;.)P-i 

Le dernier terme du second membre tend vers zéro, comme tr, 
quand r augmente indéfiniment; car la suite $«, $2> ••• n'ayant 
pour limite ni a, ni x^ le dénominateur de ce terme dépasse tou- 
jours en valeur absolue un nombre que Ton peut assigner. 

Si, dans la formule de Taylor, on fait a = o, on obtient la for- 
mule dite de Maclaurin, 



o<6<i, 

qui sert au développement des fonctions en série entière (voir ci- 
après Chap. VIII). 

I 

13. Application. — Nous en ferons usage ici pour démontrer 

1^ 

que la fonction e ** et ses dérivées de tous les ordres sont 
uniformément différentiables dans tout intervalle. 

Remarquons d'abord que le symbole 

1^ 

■/(^)=« "' 

n'a pas de sens quand x est nul. Nous conviendrons qu'il repré- 
sente zéro, afin que la fonction soit continue. Pour toute valeurs 
autre que zéro, /(^) admet une dérivée qui, d'après le théorème 
des fonctions de fonction, est 
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Mais cette expression ne représente pas la dérivée pour ^ = o. 
Formons cette dernière directement : par définition, on a 



k e ^'-o 



"-^i.-i. 



h h h 



Or la formule de Maclaurin appliquée à e^ montre que la suite 






converge vers zéro lorsque A, A', h" tendent eux-mêmes vers zéro. 
La dérivée de f{oc) est donc nulle pour ^ = o. 

En continuant de la sorte, on reconnaîtra que toutes les dérivées 
sont des sommes de termes de la forme 



_ 1 






(m entier positif) et que la valeur de chacune d'elles, calculée 
directement pour ip = o, se réduit à zéro. 

Pour prouver que la fonction et toutes ces dérivées sont uni- 
formément dlfférentiables, il suffit de prouver que cette propriété 
appartient à la fonction ^p, quelle que soit la valeur de l'entier po- 
sitif m (/n = o, 1 , 2, 3, . . . ). 

Formons, à cet effet, le rapport A*: A, que nous désignerons par 
'f(x. A), 

l I e"'(^+^ e~^^ I 

En posant A = zx^ nous l'écrirons 

i_ 

Étudions d'abord 'f (^, z) pour les valeurs de x supérieures à 
un certain nombre positif Xq^ que nous déterminerons ultérieu- 
rement. Posons 

^[l-(l-4-z)-«] = M. 
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La formule de Maclaurin donnant 



«»= iH- a 4- — e^'* (o< 6 <i), 

2 



nous aurons 



l_(x-4-5)-» , [l-(l-h5)-«]« 



Appliquant deux fois encore la formule de Maclaurin, on peut 
écrire 

(, -f. z)-^ = 1-2^-4- (t:^ (o < ç < z), 

Substituons le premier de ces développements dans le second 
terme de e" et le second dans le dernier terme de ce même déve- 
loppement; il vient 

I r 3^2-1 2^2 «Q" 

On a, d'autre part, 

, . m(m-{-i)z^ 



d'où finalement 



1 



en posant 
-^ ze ^* [ 2 m 3 /n(/n-f-ï) o.me^^ 



x^^^X x^ ir2(i-+-Ç)^ 2(i-+-0"*-^* a7*(i-+-Ç')6 

[3/7? m(m-4-ï) 2/neQ" 1 

a^2(H-Ç)^ "^ 572(1 -f-C)'"-^^ ~^*(H-C)M 

jf — 3/n(m-M) m(/nH-i)gQ" H) 

On veut que |R| soit moindre que toute fraction donnée £. 

— i_ 
D'abord le facteur positif x~^^^ e ^' a un maximum; car sa dé- 
rivée est positive pour toutes les valeurs inférieures à la racine 
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positive de l'équation 

a;-/»-»e~-'^^ ^rn- 1^ = 0, 

et négative pour toutes les valeurs supérieures. On peut donc 
écrire 






— « 



Quant à z, nous supposerons 

q étant un nombre inférieur à l'unité, que nous nous donnons. 

Nous allons majorer la valeur absolue du trinôme du second 
degré en z qui figure dans l'expression de R. A cet effet, chan- 
geons les signes — en signes 4- et remplaçons z par q. Dans les 
binômes i + Ç, i + tj' et i -f- ^Q' ^ qui figurent au dénominateur de 
certains termes, J^, t^', 'Q' sont en valeur absolue moindres que 5, 
et par conséquent moindres que q\ nous majorerons donc les 
termes correspondants en remplaçant ces trois binômes par i — q. 
Nous majorerons encore en remplaçant a?, qui ne figure qu'en 
dénominateur, par le nombre plus petit Xç^. Majorons enfin le 
facteur e^" : on a visiblement 

Toutes ces majorations changent le trinôme considéré en une 
expression essentiellement positive (et non nulle) que nous dési- 
gnerons par y (^o)- Nous aurons ainsi 

m-4-l 

Si l'on observe que 

1^1= \hx\>\h\x,, 
on verra que, pour rendre | R | moindre que e, il suffit de prendre 



o i''i<i^(-«)(;;rPT) 



G. R. — I. 
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La valeur du second membre ne dépendant pas de x^ on voit 
que fi^x) est uniformément différentiable dans tout V inter- 
valle (xo, -i-oo). On montrerait de même qu'il en est encore ainsi 
entre — Xq et — oo. 

Il nous reste à fixer le nombre Xq et à étudier ^{x, h) dans 
Tintervalle ( — Xq^ Xq). Remarquons d'abord que la dérivée 
ç'(x) est nulle pour a:= o et que, en vertu de son expression 

i_ 

cette dérivée s'annule pour les deux racines de l'équation 

mx^ — 2 = 0. 

Entre zéro et la racine positive, elle est positive. Entre zéro et 
la racine négative, elle est positive si m est impair, négative si 
m est pair. Donc, quand x croît à partir de zéro, o'(x) est posi- 
tive et croissante jusqu'à une valeur X, à laquelle nous suppo- 
serons inférieur le nombre Xq^ considéré plus haut. Pour x com- 
pris entre — X et zéro, ^^ (x) est positive et décroissante, si m 
est impair; elle est, au contraire, négative et croissante, si m 
est pair; donc, quelle que soit la parité de m, la valeur absolue 
de ^'{x) diminue quand x croît de — X jusqu'à zéro. 

Le nombre positif ^Tq a été supposé inférieur à X; nous lui im- 
poserons, en outre, la condition de satisfaire à l'inégalité 

(2). ?'(^o)<^- 

Comme on a visiblement 

(p'(-a:) = (-ry«-icp'(ar), 

l'inégalité (2) entraîne 

(a)' |?'(-^o)l<|- 

On a de plus, d'après ce qui précède, 

(a/ l®'(^)l<?'(^o)<5 

pour toute valeur x comprise entre — Xq et Xq, 
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Le nombre Xq une fois fixé, on peut, puisque 'f (^) admet une 
dérivée ^'(^), déterminer un nombre positif Iiq tel que, sous la 
seule condition 

\h\< Ao, 

on ait les deux inégalités 

(3) icp(:ro,/0 — 9'(^o)|< \y 

(4) |?(-^o,A)-<p'(-^o)l<3- 

Rapprochant d'une part les inégalités (2) et (3), d'autre part 
les inégalités (2)' et (4), on conclut 

(5) l?(^o,A)|<^'> 

(6) l?(-^o, /OKy- 

Ces deux relations ont lieu pour toutes les valeurs de h dont 
le module est inférieur à ho, nombre qui ne dépend que de Xq. 

Je dis qu'elles subsistent quand on y remplace Xq par tout 
nombre x compris entre — x^ et x^- Pour le prouver, laissons h 
invariable et prenons la dérivée de cp(jc, h) par rapport à x\ 
nous avons 

Supposons d'abord x compris entre zéro et x^, La dérivée cp' 
étant positive et croissante pour toute valeur x qui appartient à 
cet intervalle, le second membre est positif et ^{x, A), qui est 
positif, augmente avec x] l'inégalité (5) entraîne donc 

(7) l?(^,/OI< y- 

Soit maintenant x compris entre zéro et — Xq, Nous avons vu que, 
si m est impair, la dérivée cp' est positive et décroissante; donc 
le second membre de l'égalité (6)' est négatif et ç(^, A), qui est 
positif, diminue quand x augmente^ l'inégalité (6) entraîne donc 
l'inégalité (7). Si m est pair, la dérivée cp' est négative et crois- 
sante : le second membre de l'égalité (6)' est positif et <p(^, /i), 
qui est négatif, augmente avec x\ sa valeur absolue diminue donc 
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quand x augmente, et Tinégalité (6) entraîne encore Tinéga- 
lue (7). 

Il n'j a plus maintenant qu'à comparer les inégalités (a)" 
et (7) pour trouver 

(8) |ç(a7, A) — ç'(a7)|<£. 

Cette inégalité a lieu pour toute valeur x^ comprise entre — x^ 
et Xqj SOUS la seule condition que h soit, en valeur absolue, infé- 
rieur au nombre Ao qui ne dépend que de^To. Elle complète notre 
démonstration : il suffit, en effet, de comparer Aq avec le second 
membre de l'inégalité (i), et de désigner par a le plus petit de 
ces deux nombres pour être en droit d'affirmer que l'inégalité (8) 
est vérifiée, quel que soit ar, sous la seule condition | A | <^ a. En 

conséquence, la fonction x'^e '* est uniformément différen- 
tiable dans tout intervalle. 



CHAPITRE Vn. 

SÉRIES DE FONCTIONS. 



Dans ce Chapitre, nous éludions quelques propriétés géné- 
rales des séries de (onctions (continuité, difïérenliation) et nous 
traitons des séries qui représentent des fonctions continues, mais 
n^adtnettent pas de dérivée. 



I. — Continuité des séries de fonctions. 

1. Si Ton ajoute des fonctions continues, en nombre illimité, 
c'est-à-dire arbitraire et aussi grand qu'on veut, la série obtenue 

est-elle une fonction continue? Est-elle même une fonction? 

Pour que cette série soit une fonction dans un intervalle (a, 6), 
il faut d'abord qu'elle soit convergente pour tout nombre x com- 
pris entre a et 6, quand on lui donne pour termes successifs 

des nombres pris suffisamment loin dans chacune des suites con- 
vergentes qui définissent respectivement les diverses fonctions 

f\ î fit • • -j ///j Nous avons expliqué plus haut (Chap. I, n'* 1 5) 

ce qu'il faut entendre par là et indiqué un moyen de faire, quand 
c'est possible, qu'il en soit ainsi. 

Si une série de fonctions est convergente dans l'intervalle (a, 6), 
c'est que, pour tout nombre x donné entre a et 6, on peut assigner 
un entier n tel que le reste correspondant de la série. 
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soit et demeure, quand p grandit, inférieur en valeur absolue à 
une fraction £ aussi petite qu'on voudra. 

2. Mais la convergence peut aflecterdeux modes opposés. Voici 
d'abord le plus général. Il arrive qu'o/?. ne peut pas, étant donné t^ 
déterminer un indice n tel qu^on ait 

\^n,p\<^ 

pour tout nombre x compris dans l^ intervalle (a, b). Soit pour 
exemple la série 

XX X 



x-^i (a? -H i)(2a7 -+- 1) '■* [^n — \)x -\-\\{n:r -^ \) 
En vertu de Tidentité 

X _ I I 

\{n — \)x ->r\\{nx -\- \) (n—\)x->(-\ nx->r\ 

la somme S^ des n premiers termes se réduit à i 

La série est donc convergente pour toute valeur x comprise 
entre zéro et un nombre positif quelconque 6, puisque S^ tend 
vers l'unité (*). Mais si l'on forme le reste 

et qu'on prenne 

on voit que ce reste est égal à -• Ceci montre clairement que le 

nombre n des termes qu'il faut prendre dans une série conver- 
gente pour que le reste tombe au-dessous d'une fraction donnée s 
est en général variable avec^. 

Parfois, au contraire, une série ayant pour termes des fonc- 
tions de X 

/l {oc) -\-Mx) H- . . . -^fn{0C) H- . . . , 

(*) La série considérée est une fonction de x dans tout rinlervalle (o, 6), puis- 
qu'elle est convergente pour tout nombre intermédiaire entre o et ô, ainsi que 
pour et b. Mais ce n'est pas une fonction continue de x dans tout l'intervalle, 
puisqu'elle est visiblement nulle pour a? = o et égale à i pour a; > o. 
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on peut, (Hant donnée une fraction e aussi petite qu^on veut, 
déterminer n de telle sorte que le reste correspondant soit en 
valeur absolue inférieur à e, et cela quel que soit x dans un 
intervalle (a, h). On dit alors que la série est uniformément 
convergente dans V intervalle (a, 6). Si l'on veut évaluer une telle 
série avec une certaine approximation, la même quel que soit x^ 
on n'aura qu'à prendre loujours|.le même nombre de termes. Cette 
autre manière d'énoncer la définition des séries uniformément 
convergentes manifeste leur importance, accrue encore par leur 
continuité. 

3. Théorème. — Une série, dont les ternies sont des fonctions 
de X continues dans un intervalle (a, b) et qui est uniforme- 
ment convergente dans cet intervalle, est une fonction continue 
dans ce même intervalle. 

Soit S,/ la somme des n premiers termes de la série. Nous vou- 
lons prouver qu'étant donnée une fraction e, aussi petite qu'on 
veut, on peut trouver un nombre a tel que, pour deux nombres 
quelconques x et x'^ compris entre a et 6 et différant de moins 
de a, on ait 

I Sn+p'{x') — S«+,,(ir) I < £. 

A raison de la convergence uniforme, nous pouvons choisir n 
de façon que le reste ^n^pi^) soit en valeur absolue moindre 

que -> quel que soit x entre a et b. 

Le nombre n étant ainsi déterminé^ ^n{^) est une fonction 
continue dans l'intervalle (a, 6), comme résultant de l'addition 
de n fonctions telles. 

On peut donc satisfaire aux deux inégalités qui expriment 
cette propriété 

j:r'-^<ia|, |S„(^')-S„(a7)|< ^ 

Le reste Vi,i^p'{x') sera moindre en valeur absolue que r^ 
comme R„^^(^-). Dès lors, la différence 
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étant exprimée par trois termes dont chacun est, en valeur 
absolue, moindre que e : 3, la proposition est établie. 



II. — Dérivées des séries. 

4. La définition que nous avons donnée de la dérivée d'une 
fonction quelconque est immédiatement applicable à la dérivée 
d'une série 

La série admet une dérivée, si la suite 

S,„(a7-h /i)— S,; (a?) S,n'(r-h h')-'S,r(T) 
(I) j^ , j^, , ... 

est convergente lorsque h, A', ... est une suite arbitraire de 
nombres tendant vers zéro. Les indices m, n doivent être assez 
grands pour que Sm{^-\- h) diffère des sommes S,;i+i, S;„^2î ••• 
etS„(^) des sommes S,i+,, S/,^21 ... de moins de ht\ de même 
S,„' et S,i' doivent différer de moins de Ae' des sommes qui viennent 
après elles, et ainsi des autres sommes qui figurent dans la 
suite (i), les nombres e, e', ... étant donnés et formant une suite 
qui converge vers zéro. 

Si les termes /< (^), /2(«^)î • • • •. qui composent la série S, ne 
sont pas des nombres déterminés, mais font eux-mêmes partie de 
suites convergentes, on pourra toujours, dans chacune de ces 
suites, les prendre à un rang suffisamment éloigné pour que, s'ils 
vérifient les conditions précédentes, ces conditions restent véri- 
fiées lorsqu'on remplacera ces termes par n'importe quels autres 
venant après eux dans leurs suites respectives. 

Le cas le plus intéressant est celui où chacune des fonc- 
tions /<, /a, . . . admet une dérivée. Appelons o- la série formée 
par ces dérivées 

Ici un fait curieux est à remarquer. Il peut arriver que la 
série S(:r) admette une dérivée, et que la série o- soit convergente, 
sans que <t représente la dérivée de S. Voici la raison générale de 
ce fait, qui pourrait sembler paradoxal. Il est bien vrai que, si Von 
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se donne e et si l^on fixe /?, on peut déterminer un nombre a tel 
que, pour toute valeur h de module inférieur à a, on ait 

1 h ^n{x)^<^^ 

Mais, SI Von se donne e et a, il peut arriver que, pour certaines 
valeurs h de module inférieur à a, on ait 



S„(a7-4-A) — S„(a7) 



— <Tn(^) >îî, 



t\ étant un nombre que l'on peut calculer, et cela quelque grand 
que soit n. 

Alors la série S (a?) n'admet certainement pas pour dérivée o'(^), 
car la suite 

S„(a7-+-A)-S«(a7) S^^Car-h/?') — S«'(a7) 
j^ , ^, , ... 

n'est pas équivalente à la suite o-„(^), o',ï'(^), . . - alors même que 
ces deux suites sont convergentes ('). 

Au contraire, si, se donnant e, on peut déterminer un entier r 
et une fraction a tels que, pour toute valeur h de module infé- 
rieur à a, on ait 

la série S admet pour dérivée la série <t, si toutefois cette dernière 
est convergente. L'entier/? est quelconque, mais cependant assez 
grand pour que, h une fois choisi, Sn^p diffère des sommes sui- 
vantes de moins de Ae : 2. 

En effet, si m désigne un entier supérieur à /i -h jt?, le quotient 

II 
différera évidemment de <^r{^) de moins de 2e; dès lors la suite 

h ' w ' ••• 



(*) Remarquons que la suite h, h\ ... n'est pas, en général, une suite quel- 
conque de noTibres tendant vers zéro, mais une suite bien déterminée de pareils 
nombres. 
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sera équivalente à la suite (t^(^), (T,.(:r), .... Comme cette der- 
nière est convergente, par hypothèse, la première Test aussi ^ 
c'estrà-dire que S(^) admet une dérivée, qui est précisément la 
série (t(jc). 

5. Les éclaircissements qui précèdent vont nous faciliter la 
démonstration du théorème suivant, dont Timportance est grande, 
parce qu'il permet, dans certains cas, de démontrer qu'une série 
dont les termes sont des fonctions de x admet une dérivée. 

Théorème. — Etant donnée une série 

dont les termes sont des /onctions de x^ uniformément diffé- 
rentiables, si la série formée par les dérivées de ces termes est 
uniformément convergente, elle est la dérivée de la série S(^). 

I® Donnons-nous la fraction e et déterminons l'entier r parla 
condition 

I Al (^) + A2(^) -^ . . . + Ap(^) I < I 

quel que soit x dans Tinlervalle que l'on considère ; c'est possible, 
puisque la série 

est supposée uniformément convergente. 

2.^ L'entier r étant fixé, nous pouvons déterminer un nombre a 
tel que, pour toute valeur h de module inférieur à a, la somme 

f,{x-^h)-fy{x) , M.T-^h)-Mx) . f^(^o,+ h )-fr{x) 

Il -^ h ^'"-^ -R 

diffère en valeur absolue de moins de - de la somme 

i^{x)=f\{x)^f',{x)-^,,.^J',{x), 

3** Ayant fixé A, prenons p assez grand pour que Snj^-p diffère 
des sommes suivantes aussi peu qu'on voudra. 

Maintenant, p étant fixé, S^+^ est une somme d'un nombre 
déterminé de fonctions uniformément différentlables. Elle est donc 
elle-même une fonction de celte nature; nous pouvons lui appli- 
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quer le ihéorème des accroissemenls finis et écrire 

Sr+p((r-h h) —Sr-^.p{cr) 

Or dans la suite Ç<, Ço, . . . nous pouvons prendre Ç/ assez éloi- 
gné pour que Ton ail 

De la dernière égalité et de toutes les explications q-ui pré- 
cèdent résulte évidemment 

I S,.^,(^^-A)-S.^;,(.r) _ ^^^^^ I ^ ^_ 

ce qui prouve que S(^) admet une dérivée et que cette dérivée 
est la série <r(^). 

Remarquons que ce théorème n'exige pas que les termes de la 
série S soient des fonctions uniformément différenliables : il suffit 
qu'on puisse leur appliquer la formule des accroissements finis. 



III. — Fonctions continues sans dérivée. 

6. Les fonctions douées de dérivées, bien qu'elles soient les 
seules qui se présentent dans les applications de TAnaljse, n'en 
doivent pas moins, d'un point de vue général, être envisagées 
comme exceptionnelles. Il est très facile de trouver des fonc- 
tions gui rHont pas de dérivée pour certaines valeurs de la 
variable. 

Ainsi la fonction \/x n'a pas de dérivée pour x=o] car, si l'on 
forme le rapport 

k \/ Il — o T 



on voit qu'à la suite A, A', //, . . . , supposée converger vers zéro, 
correspond la suite 



r 



v/^2 yh'î -yw-L 

qui n'est pas convergente. 
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La fonction x sin - n'a pas non plus de dérivée pour ;r = o; on 

a, en effet, 

, h sin r o 

k h .1 

k~ — h — ^""/r 

Or, si A, A', W . . . . forment une suite convergente ayant pour 
limite zéro, la suite 

. I .1 .1 
sinyî sin^-, > sin-r^> ••• 
n n h. 

n'est pas convergente; son mode de divergence est tout autre que 
celui de la suite considérée dans l'exemple précédent. 

7. Il est plus intéressant et aussi plus difficile de former des 
fonctions continues qui n'ont de dérivée pour aucune valeur de 
la variable. C'est à quoi va nous servir la remarque suivante, 
d'un caractère très général. 

Partons d'une série 

S(.r)=/i(^)-f-/2(^) + ... 

uniformément convergente dans un certain intervalle, et dont les 
termes, uniformément différentiables, ont des dérivées premières 
jouissant de la même propriété et des dérivées secondes finies, 
dans l'intervalle considéré. S(^) est continue dans cet intervalle 
(n«3). 

Soit n un entier assez grand pour que Ton ait 

\fn-\-\{x)-\-f„^^{x)-^..,-\-fn+p{x)\ < p„, 

pn étant une certaine fraction donnée, aussi petite qu'on veut. Une 
fois n fixé, nous déterminerons h en fonction de n par une loi 
particulière que nous indiquerons tout à l'heure. Alors, h étant 
choisi, nous prenons/? assez grand pour que la somme ^n+p dif- 
fère aussi peu qu'on voudra des sommes d'indice plus élevé. 

Développons la différence S,/(;r4-A) — S«(:c) par la for- 
mule de Taylor, limitée au terme en h^\ cela fait, ajoutons au 
second membre les termes qui forment la différence 

S«_Hp(a7-f- A)— S„4-/7(^)— [S„(iF-l-A)— S,;(ar)], 
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nous aurons ainsi 

Sn+p{^ -h h) — Sn+p(x) 

L'ensemble des deux derniers groupes de termes est inférieur 
à 2p,2. Si, d'autre part, nous remplaçons les dérivées secondes, 
qui sont supposées finies, par des limites supérieures de leurs 
valeurs absolues, nous obtenons une somme t,j supérieure, dans 
tout rintervalle considéré, à la valeur absolue du coefficient 
de A^ : 2. De là résulte que l'on peut écrire 






^ 2 ^'*^|A| 



Maintenant, nous allons déterminer \h\ par la condition de 
rendre minimum, quand n est fixé, le second membre de cette 
inégalité. Ce second^membre est une somme de deux termes po- 
sitifs dont le produit est constant; cette somme est minima quand 
ces deux termes sont égaux, c'est-à-dire quand 



1^1 =Vë- 



D'après cette détermination, quand on fera croître /i, on obtien- 
dra des valeurs successives de A qui auront pour limite zéro, car p^ 
tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, tandis que t,, ne 
peut que croître. Si l'on porte cette valeur de | A| dans Tinégalité 
précédente, il vient 

] ^„^p{x -H A) -+- S„H-/;(^) 



ff,i(a7) 



< 2v/p«x,i. 



On peut maintenant signaler plusieurs cas où la série S(^) 
n'aura pas de dérivée. 

1° Si le produit p,/T,i tend vers zéro, quand n grandit indéfini- 
ment, et si la série ^{x) est divergente, quel que soit d'ailleurs 
son mode de divergence, la série S(^) n'a pas de dérivée. En effet, 
la suite 

, _ , ... 

h h 

est divergente, comme équivalente à la suite ^n{x)s ^n'{x)^ .... 
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51° Si le produit p,2T,i reste fini quel que soil /?, et si Ja série a-,i(:c) 
est divergente, de cette divergence qui consiste en ce que la valeur 
absolue des termes croît indéfiniment avec n, la série S(^) n'a 
pas de dérivée. 

3** D'une manière plus générale, S{a:) n'a pas de dérivée si le 
rapport 

reste en valeur absolue inférieur à un nombre moindre que l'unité, 
la série ^{x) étant divergente comme il vient d'être dit; dans ce 
dernier cas, le produit p^T^ peut croître indéfiniment avec n. 

8. Voici un cas très remarquable où il est facile de former le 
produit p/jTrt et de reconnaître que la série n'a pas de dérivée. Sup- 
posons que les termes de S(^) soient tous de la forme 



la fonction uniformément différentiable f{t) restant en valeur 
absolue moindre qu'un certain nombre M pour toutes les valeurs 
possibles de t et sa dérivée seconde toujours plus petite qu'un 
nombre a. En ce qui concerne les coefficients a,^, on suppose 
qu'ils sont tous positifs, que leurs inverses forment une série con- 
vergente et que le rapport de chacun d'eux au suivant reste infé- 
rieur à un certain nombre q moindre que l'unité. 
Calculons d'abord p,,. On a visiblement 



\ f(aa^) 



a,i 



an 



donc prt est nécessairement inférieur à la somme de la série con- 
vergente 



M M 



On peut donc écrire 

p,i< IH 1 h. . . ) < (l-4-ûr -t- q 



'+...), 
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OU finalemeot 

IM 



Pn< 



«/i-Hl(l — ^) 



Pour évaluer T«, il faut former les dérivées secondes des termes 
de S(^); Texpression générale de l'une de ces dérivées est 
a;i/"(a«^), nombre inférieur à [xa;,. On a donc 

'tw < î^(«l -+- «2 -t- • . • + «« ^ 

Or le second membre, qu'on peut écrire 

ixan ( I H 1 h . . . ) , 



est inférieur à 






C'est là une limite supérieure de t„. 

Des deux résultats qui précèdent nous concluons 

M fjL an. 

(1 — ^)2 a„-Hi 

Si le symbole fi^t) représente sin^, les deux limites M et yi 
peuvent être prises égales à i, et il vient 

r n 

p/l'C/» < - 



Appliquons ceci à la série 

^ ^ Jmd i.'x...n.7.r. 



Dans cet exemple, on a 






«/t+i n -h i 



Le rapport an l cin^\ devient donc aussi petit qu'on veut et, par 
suite, 0,1 T« tend vers zéro. D'autre part, la série ^{x) des dérivées 
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premières est divergente, car, pour toute valeur 



tn 
P 



tous les termes de cette série, à partir du terme cos(2irjr/>!), 
deviennent égaux à ziii. La série S(:r), bien que continue dans 
tout intervalle, n'admet donc de dérivée pour aucune valeur x. 



CHAPITRE VIII. 

SÉRIES ENTIÈRES. 



Parmi les séries dont les termes sont des fonctions, les plus 
remarquables sont celles qui ont pour termes successifs les puis- 
sances croissantes entières et positives de la variable : ce sont les 
séries entières dont les propriétés sont étroitement liées à celles 
des fonctions appelées fonctions analytiques. Nous ferons dans 
le présent Chapitre une étude assez détaillée des séries entières et 
nous appliquerons les résultats que nous aurons obtenus à la défi- 
nition des fonctions sinus et cosinus, dont nous établirons les 
propriétés fondamentales. 



I. — Intervalle de convergence et séries dérivées. 

1. La première question qui se pose relativement aux séries 
entières est celle-ci : une telle série est-elle, dans un certain inter- 
valle au moins, une fonction de x'i II y a des séries entières qui 
ne convergent que pour ^ = o. Telles sont les suivantes : 

i-\-\\x '\- 2! a?^ -I- . . . + /i ! a?" H- . . . , 

1-4- 1^07 H- 2*072-1-. ^ ._f_^n^«_4_ 



En effet, quelque petit que soit x^ on peut déterminer n de telle 
façon que le produit de x"^ par n\ ou par /i'* soit en valeur absolue 
supérieur à l'unité. A partir de ce rang-là, les modules des termes 
vont en augmentant, les deux séries sont donc divergentes. De 
telles séries ne sont pas des fonctions de x^ puisqu'à tout nombre 
déterminé x elles font correspondre des sommes S,i(.r), 
^n^\{^)-> • • • qui ne forment pas une suite convergente. 

G. R. — I. 10 
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Mais il y a des séries entières 

qui sont convergentes pour toutes les valeurs de x comprises dans 
ua certain intervalle. Ces séries remplissent, comme on le voit 
immédiatement, toutes les conditions requises (Chap. II, n° 3) 
pour être des fonctions de x, 

La détermination de l'intervalle dans lequel une série entière 
est convergente résulte d'un théorème fondamental, dû à Abel. 

2. Théorème. — Si, pour x =Xo^ les modules des différents 
termes d\ine série entière ne dépassent pas un nombre A, la 
série est absolument convergente pour toute valeur x de mo^ 
dule moindre que Xq. De plus, elle est uniformément conver- 
gente dans tout intervalle ( — Xi^ Xi) plus petit que Vinter^ 
valle ( — Xq^ Xq). 

Calculons une limite supérieure du module du reste de la série, 
c'est-à-dire de la somme R« d'un nombre quelconque de termes 
après le (/i 4- i)^^"^. L'expression 

I R«,/. I = I a«-Hia:«+i-4-. . .-h a^+^^x'^^P \ 
peut s'écrire 



««+1 



-■(5)- 



'1+2 
-^an^lXQ 



(5)' 



n+p / XY+P\ 



D'après les suppositions faites, on a donc 



I ^n,p I < A 



( 



X 

^0 I 



/>-l 



d'où il résulte, pour/? quelconque, 

I R« |< A 



X |«+* 

^0 I 



Xq I 



On voit que R« tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. 

De plus, si X est compris dans l'intervalle ( — j:^, ^4), Xi étant 
d'ailleurs inférieur à Xq^ mais aussi voisin qu'on voudra de ^o? on a 



|R«I<A 



Xi\ 



fi 

Xq 
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Cette limite de |R,i| étant indépendante de x^ la série S(^) est 
uniformément convergente dans l'intervalle ( — x^ , x^. C'est donc, 
d'après un théorème général antérieurement établi (Chap.VIl, 
n° 3), une fonction continue de x dans tout cet intervalle. 

Inversement, on démontre sans difficulté que, si S(j;) est diver- 
gente pour a: = x'^^ elle est divergente pour toute valeur x de mo- 
dule plus grand que | ^'^^ [. D'où résulte cette propriété remar- 
quable : V intervalle positif où S {x) est une fonction de x a la 
même étendue que ^intervalle négatif oà ^{x) possède cette 
propriété, 

3. Séries dérivées, — Nous appellerons série dérivée {^)d^ une 
série entière S (^) la série entière S'(^) formée parles dérivées 
des termes de S(:r). 

Pfcs généralement nous appellerons /i'<^'»^ série dérivée d'une 
série entière S(x) la série entière S^'*^(^) formée par les dérivées 
d'ordre n des termes de S(^). 

Ces diverses séries dérivées jouissent de la propriété commune 
d'être convergentes dans tout intervalle ( — ^i, Xi) plus petit 
que Vintervalle de convergence ( — Xq^Xq) de la série S(^), 

C'est ce qui résultera immédiatement de l'existence d'une limite 
supérieure pour la valeur absolue de S^''^(^) dans l'intervalle 
( — ^j, Xi), Pour la série 

on a, par définition, 

St«^(a?) = nlan-h '—a„^iX-¥- ;— ^a,tH-2a?*-H. . ., 

ce qui peut s'écrire 

cfn)/ \ ï r f « (n-t-i)! n+i X 

S(«>(ar)= — \n\aax^'\-^- —^a„,^^x^ — 

x^X. ^ ^0 






(') Cette dénomination sera justifiée un peu plus tard, quand nous auroas 
démontré (n"7) que la série S' (a?) est la dérivée de la série S (a?). 
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On a donc évideinmenl 



•] 



et, à plus forte raison, 

' ^ ^' jTj L 1 371 1.2 a:i J 

Remarquons que la série entre crochets représente 

(-iim 

comme on peut s'en assurer facilement (*). On a donc, pour toute 
valeur x comprise entre — x^ et x^^ 



('"kl) 

Telle est la limite supérieure que nous voulions obtenir. 



II. — Fonctions analytiques et séries entières. 

4. Fonctions analytiques, — On dit qu'une fonction /(:c) est 
analytique pour une certaine valeur x, si Ton peut déterminer 
un nombre positif a tel que, h étant un nombre quelconque com- 
pris entre — a et -h a, l'expression de/(.r-+-A) soit dévelop- 
pable en série convergente ordonnée suivant les puissances en- 
tières de A. 

D'après cette définition, une série entière S(^), convergente 
pour d'autres valeurs que ^ = o, est analytique pour x^=o. 
Nous allons démontrer qu une série entière est analytique pour 
tout nombre x appartenant à son intervalle de convergence. 
Le développement de S(^-h A) par la formule de Taylor nous 



(*) Il suffit d'appliquer la formule de Maclaurin (Chap. VI, n» 12) à la fonc- 
tion (i— Ç )-"-', dans l'hypothèse | Ç | < i; le terme complémentaire tend alors 
vers zéro quand le nombre de ceux qui le précèdent augmente indéfiniment. On 
peut aussi arriver par d'autres voies à ce résultat. 
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servira d'ailleurs dans toute la théorie des séries entières, dont il 
peut être considéré comme le fondement. 

5. Théorème. — Si x et x -\- h sont deux nombres compris 
dans r intervalle de convergence de la série entière S(j;), on 
peut développer S(^ + ^) en série convergente suivant les puis- 
sances de h. 

Avant d'établir l'importante formule 



h A» A» 

i ^ ^ 1.2 ^ ^ n\ 



S(a7-+-/0 = S(a7)-f-~S'(a7)H--;-;^S"(ar)-H...+ ;;^S('*>(ar)- 



disons quelle est sa signification précise : étant donnée une frac- 
tion positive e, aussi petite quon veut y on peut déterminer un 
entier r assez grand pour que V expression ^r^t-qX^'^^ — '^'•+y(^) 
diffère de moins de e de la somme 

7s;^^.(^)+^s';,p.(^)-f-...+ ^sj.y;,„(^), 

n étant un entier quelconque supérieur à r; et yj, y, /?<, 
P27 • • -î Pn des entiers positifs absolument quelconques. Les 
indices inférieurs marquent le nombre de termes qu'on prend 
dans la série proposée S(^) pour calculer chaque série dérivée. 
Soit p un entier positif indéterminé; écrivons 

Sr-+-p(^)=Sr(:r)-+-R,.(a7), 
Sf.+p(x -h h) = Sf.{x -{- h)-h Rr(a7 -h A), 

et calculons la différence Sr^p(x -\- h) — ^r+p{^)^ en développant 
les divers binômes (x -\- h)"^ qui figurent dans Sr+p{x-hh)el 
ordonnant les puissances croissantes de A. Nous trouvons ainsi 

-4- ^ S^;i^p(x) -h a„+i A«+i + . . .-h a,.+pA''+/,, 

Tindice n étant inférieur à r-\-p. Au lieu de cela, ne prenons 
dans S(x) que r-hpt termes pour calculer le coefficient de h; 
n'en prenons que /'4-p2 pour calculer celui de A^-, ..., que 
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r-^pn pour celui de A'', . . ., les entiers positifs /?o /?2> • . • ^ 
/?/i, ••• étant arbitraires, mais inférieurs dp. 

Certains des termes primitivement calculés (termes en A, h^^ ...) 
se trouveront reportés à une partie complémentaire du dévelop- 
pement que nous désignerons par t, et nous aurons 

S,.-i_p(a: 4- A) — ^r-\-p{^) 



Si n^ r^ le terme complémentaire t se compose de termes em- 
pruntés exclusivement à Rr(x + A), puisque Sr(^ -1- /^) ne donne 
que les suivants 

^s;(^)-f-^s';(:r)-^...+ ^^sir^(^), 

conservés, par hypothèse, dans le développement qui précède t. 
En conséquence, | t | est plus petit que la limite supérieure trouvée 
ci-dessus (n° 2) pour [Rrh quand l'argument (ici ^+/t) est en 
valeur absolue moindre que Xq- On a donc 



"kH^I 



et le second membre peut être rendu plus petit que ^ pour r 
suffisamment grand. 

Soient maintenant gr, et q deux entiers positifs absolument 
quelconques. Quand r est suffisamment grand, on a 

I Sr+^,(/n- h) — Sr+p(x + A) : < I R,.(a: H- h) I 



»1; 



par conséquent, le premier membre est moindre que ^» Dans les 
mêmes conditions, on a 

le premier membre est donc moindre a fortiori que la limite 



1^0 



I 






qui tombe au-dessous de:;' 
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L'inégalité annoncée est établie par là; car p ayant disparu, la 
restriction précédemment imposée aux entiers /?|, p^^ ..., pn 
tombe d'elle-même, ainsi que celle qui était imposée à n, 

6. En s'appuyant sur le résultat précédent et considérant 
S(^ H- A) comme une série entière par rapport à leur variable A, 
on arrive immédiatement à cette conclusion importante : 

Théorème. — Si une fonction f{x) est analytique pour le 
nombre oCj f{x + h) étant développable suivant les puissances 
entières de h pour tout h moindre en valeur absolue qu^un 
certain nombre a, cette fonction f{x) est analytique pour tout 
nombre x' compris entre x — a et x '\- ol. 

En d'autres termes, ayant choisi arbitrairement un nombre x' 
entre x — aet^-j-a, on pourra déterminer un nombre positif a! tel 
que A étant quelconque dans Tintervalle ( — a, +a),/(^'+A) 
soit développable suivant les puissances entières de h par la for- 
mule de Taylor. 



III. — Di£férentiation des séries entières; développements en série. 

7. Théorème. — Une série entière S(^), convergente dans 
V intervalle ( — ^o? ^o)> ddmet une dérivée pour toute valeur x 
supérieure à — x^et inférieure à Xq. Cette dérivée est égale à 
la série formée par les dérivées des termes deS{x)^et la fonc- 
tion S{x) est uniformément différentiable dans tout intervalle 
( — ^4, x^) plus petit que son intervalle de convergence. 

Pour établir ce théorème, reportons-nous à la démonstration 
qui vient d'être donnée (n*5) de la formule de Taylor. On a 
trouvé 

Sr-h7,(^ -h ^) — S^-H<7(â7) 

en posant 

p = T — [Sr+7, (a? + A) — ^r-^p{x + h)\ -4- [S;.H.y(a?) - S;h-p(^)], 



]5a 
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et l'on a reconnu que t et le terme suivant sont l'un et l'autre 
moindres en valeur absolue que 

X -\- h\' 



Xq 



Xq 



tandis que Ton avait 

\Sr^g(x)-^Sr+p(x)\<A\- 
I ^0 

On peut donc écrire 

\x -^ h 



X 

•^1 



|p|<2A 



Xq 



r+l 


I 


--+-A 


X 

^0 


I — 


X -{- h 

Xo 



I *^0 



Or :r et x -i- h sont compris entre — Xi et ^r^. Si donc on 
remplace ces deux nombres par ^i, on majore encore le second 
membre et l'on trouve, a fortiori, 



lPi< 



3A^r 



de sorte que l'on peut poser 



$ = 



1^0 I 



P = ^ (-.<e<o. 



Formons maintenant la différence 



A = 2 j^ ^ br+p,{x). 



Nous obtenons immédiatement 



A = -s;'.^,,(^)- 



h^ (n) 36A|^i 



Or nous avons trouvé (n** 3) pour la valeur de |S^"^(^)| une 
limite qui sera majorée si l'on remplace x par a:^, ce qui donne 



|S^'^U^)I<1 



An! 



Appliquons ce résultat aux diverses dérivées qui composent 
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l'expression de A. Nous avons évidemment 
OU, a fortiori, 



^0(1 — ?) 

Ecrivons maintenant que le premier terme du second membre 
est moindre que e : 2. Nous obtenons ainsi une inégalité du pre- 
mier degré en | A |, d'où Ton tirera 

\h\<%, 

a étant un nombre positif indépendant de x, qu'il serait facile 
d'écrire. Choisissons pour h une valeur absolument quelconque, 
pourvu qu'elle satisfasse à l'inégalité ci-dessus. Ayant fixé A, nous 
pouvons prendre l'entier r assez grand pour vérifier l'inégalité 



Alors I A| est effectivement moindre que e, ce qui montre que 
la série S(^) a pour dérivée la série S'(^). En outre, comme a 
ne dépend pas de x, S(x) est uniformément différentiable dans 
tout l'intervalle ( — ;r,, Xi). 

Il en est évidemment de même des dérivées successives de S(x) : 
ainsi, l'on peut déterminer un intervalle ( — ^<, Xi) plus petit que 
l'intervalle de convergence ( — Xq, Xq) de S(j:), mais aussi rap- 
proché qu'on veut de celui-là, et qui sera tel que la série S(^) et 
l'une quelconque de ses dérivées successives soient uniformément 
différentiables dans cet intervalle. 

8. Remarque sur les développements en série entière. — 
Pour établir la formule de Maclaurin (Chap.VI, n° 12), nous 
avions supposé que la fonction /(or) et toutes ses dérivées étaient 
uniformément différentiables dans l'intervalle (o,^). On voit que 
ces conditions sont nécessaires pour que la fonction y*(^) puisse 
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être représentée par uae série entière 

ao-h aix -\-. . .-h afiix;^-h, . ., 

Ces conditions ne sont pas suffisantes, comme on le reconnaît 
par l'exemple de la fonction 

f(x) = e"^' 

que nous avons étudiée précédemment (Chap. VI, n** 13). Nous 
avons montré que cette fonction et ses dérivées de tous les ordres 
sont uniformément différentiables dans tout intervalle, et qu'elles 
sont toutes nulles pour x=o. Tous les coefficients «o? ^tj •••7 
a^, ... de la série à laquelle conduit l'application de la formule 
de Maclaurin étant nuls, la série disparaît et le développement est 
impossible, ou plutôt il est illusoire, se réduisant au seul reste, 
qui est nécessairement identique à la fonction elle-même. 

Pour qu'une fonction, uniformément différentiable ainsi que ses 
dérivées de tous les ordres, soit développable en série entière, // 
faut et il suffit évidemment que le reste de la formule de Mac- 
laurin tende vers zéro, quand n croît indéfiniment. Mais cette 
condition n'est qu'une tautologie, dont l'énoncé n'apprend rien, 
puisque l'expression du reste dépend d'une suite convergente 
dont on ne sait pas, en général, calculer les termes. 

Cependant, l'étude de ce reste peut, dans certains cas particu- 
liers, montrer la possibilité du développement. Par exemple, si 
dans ^intervalle (o, x) la fonction et toutes ses dérivées restent 
en valeur absolue inférieures à un nombre M, le reste qu'on 
obtient en faisant/? = n sl lui-même son module moindre que 

M I a? I « 

et tend visiblement vers zéro quand n devient infiniment grand. 
Nous n'insisterons pas sur les exemples classiques dans lesquels 
cette circonstance se présente. 
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IV. — Propriétés relatives aux racines d'une série entière 
et de ses dérivées. 

9. Nous allons démontrer un certain nombre de théorèmes qui 
font ressortir la grande analogie des séries entières avec les poly- 
nômes. JNous chercherons d'abord une limite inférieure de la 
valeur absolue des racines d'une telle série 

S(^) = «oH- «lO? H- «2^^-+- 

On a évidemment, quel que soit x dans l'intervalle de conver- 
gence, 

I S(a?)| > |ao| — |«i^-t-«î^' + .- .|. 

Le second terme du second membre peut s'écrire 



a\XQ- 



Xq 



«2^0 



Si Xq désigne la limite supérieure de l'intervalle dans lequel la 
série S(^) est convergente et A le nombre auquel sout inférieurs 
tous les modules 

l'expression considérée est visiblement moindre que 



X 


H- 


X 


2 

H-.. .-+- 


X 



A» .*/ *t/ 
— H 



On a donc, quel que soit x^ 

|S(a7)|>|ao|-A 



:^o 



Si X est une racine de S(^), cette inégalité donne 

I «0^0 I 



l^l> 



«o| 



Plus généralement, si la série S(^) a ses premiers coefficients 
nuls, soit an le premier coefficient différent de zéro. On verra 
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de même que toute racine non nulle de S(^) satisfait à Viné- 
galité 

' ' -^ I a« I H- A 

On a ainsi une limite inférieure delà valeur absolue des racines 
de la série S(^). 

10. Théorème I. — Si une série entière est nulle, ainsi que 
toutes ses dérivées, pour la valeur x = o, elle est nulle, ainsi 
que toutes ses dérivées, dans tout V intervalle de convergence. 

Appliquant à une série entière la formule de Maclaurin, qui 
n'est qu'un cas particulier de celle de Taylor, nous sommes en 
droit (n° 5) d'écrire 

S(^) = S(o) -f- ^ S'(o) -h — S''(o) -+-...-+- ^' S(«)(o) H- ... . 
I 1.2 n\ 

Ce développement, qui est valable pour tout nombres compris 
dans l'intervalle de convergence, rend la proposition évidente 
pour S(^). La conclusion s'étend aux séries dérivées, qui sont des 
séries entières ayant même intervalle de convergence que la série 
proposée (n® 3). 

Théorème II. — Si une série entière admet comme racines 
tous les termes Xt, x^^^ • . ., Xn^ ... d^une suite convergente 
ayant pour limite zéro, elle est nulle pour tout nombre x 
appartenant à son intervalle de convergence. 

En effet, d'après la formule qui termine le paragraphe précé- 
dent (n° 9), aucun des coefficients an de la série proposée ne peut 
être différent de zéro. 

Il résulte de là que les fonctions qui prennent une infinité 
de fois la valeur zéro aux environs de x = o ne peuvent pas 
être développées en série entière. Tel est le cas de la fonction 

iP^isin (a = I, 2, 3, . . .). 

Théorème III. — Si une série entière est nulle pour tous 
les nombres d^'un intervalle , aussi petit quHl soit, comprenant 
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la valeur zéro, elle est nulle pour tout nombre x appartenant 
à son intervalle de convergence. 

On peut, en effet, constituer des suites convergentes ayant pour 
limite zéro et dont tous les termes sont des racines de S (a?), ce 
qui ramène au théorème II. 

Si maintenant l'on compare deux séries entières, supposées 
convergentes dans le même intervalle ( — Xq^ a^o), il suffit de 
considérer leur différence, qui est une série entière, pour arriver 
aux conclusions suivantes : 

Si deux séries entières ont même valeur pour une infinité 
de nombres x^^ a?2, • . ., Xn^ • . . tendant vers zéro, elles sont 
identiques, c'est-à-dire que les coefficients de chaque puis- 
sance de X sont les mêmes dans ces deux séries. 

Si deux séries entières ont même valeur pour tous les 
nombres d^un intervalle (o, e), si petit quHl soit, elles sont 
identiques. 

Si une fonction est développable en série entière ^ elle ne 
Vest que d'une seule manière, 

11. Nous allons, au moyen de la formule de ïaylor, étendre 
les résultats précédents à des suites convergentes qui n'ont pas 
pour limite zéro et à des intervalles qui ne comprennent pas la 
valeur zéro. 

Généralisation du théorème I. — Si une série entière est 
nulle, ainsi que toutes ses dérivées, pour un nombre x' compris 
dans son intervalle de convergence, elle est nulle, ainsi que 
toutes ses dérivées, dans tout ^intervalle de convergence. 

Employons le développement 

S{x'-hh) = S{x')-{- -S'(a?') + --. 

valable pour tout nombre h inférieur en valeur absolue au plus 
petit des deux nombres | ^^ — ^' \f \x' -^ Xo\ Supposons d'abord 
que ce plus petit nombre soit le premier. Par hypothèse, on a 
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Donc la série S(^'+ h) est nulle pour tout h tel que 

\h\<\xç,— x'\\ 

c'est-à-dire que S(^) est nulle pour tout nombre x compris dans 
l'intervalle {ix' — x^^ Xq). Si cet intervalle comprend la valeur o, 
S (a?) est nulle entre — Xo et Xq, d'après le théorème III. 

Dans le cas contraire, désignons par x" un nombre compris 
entre ix' — x^ et x^, La fonction S(a') est nulle pour x=zx" et 
pour X =^x" -^ h quel que soit A, pourvu qu'on ait 

I A| < 07* {ix' — Xq), 

Le développement en série 

o = 8(3?" H- A) = S(^") + - ^'{x") -f-. . . 

montre que toutes les dérivées de S sont nulles pour x = x'\ On 
pourra donc raisonner sur x'' comme on l'a fait sur x'. On verra 
ainsi que S(^) est nulle dans tout l'intervalle {2X^^ — Xq, x). 

En répétant plusieurs fois, s'il y a Heu, le raisonnement précé- 
dent, on étendra de plus eu plus l'intervalle où S[x) est nulle. 
Comme on peut prendre ^' aussi voisin qu'on veut de 2x' — Xq, 
puis ^"' aussi voisin qu'on veut de 2x" — Xqj l'intervalle obtenu 
après n extensions successives différera aussi peu qu'on voudra de 
l'intervalle dont la limite inférieure est 2"x' — (2'* — i)^o« Or 
cette limite sera négative, si l'on prend n tel que 2'*(a:o — x') soit 
supérieur kx^j ce qui est évidemment toujours possible. 

La démonstration se fait de même si x' est plus voisin de — Xq 
que de Xq. 

Par application de ce théorème, on voit que la fonction 



e (Jf-«)% 

nulle ainsi que toutes ses dérivées (Ghap. VI, n° 13) pour a? =: a, 
ne peut pas être développée en série entière dans un intervalle 
( — Xq^ Xq) qui comprendrait le nombre a. 

Remarque, — Rien de ce qui vient d'être dît n'empêche la 
série et ses dérivées successives d'être toutes nulles pour les va- 
leurs extrêmes de l'intervalle de convergence ( — Xq^ Xq). 
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12. Généralisation du théorème IL — Si une série entière 
admet comme racines tous les termes x^^ x^t . . . , x^,, . . . d^une 
suite convergente quelconque, comprise dans son intervalle de 
convergence ( — ^o>^o)> mais n'ayant pour limite ni — Xo^ 
ni a?o, ^llc est nulle pour tout nombre x appartenant à cet 
intervalle. 

Pour tout h compris dans un certain intervalle, on aura 

S{Xp-\- h) = S(xp)-}- - S'(rcp) -h. . .4- — * S(«'(rcp)-i-. . .. 

Comme S(^;,) et ^{xp^\) sont nuls, la valeur 

it = oc p^\ -^ oc p 

annule le second membre; elle est aussi petite qu'on veut, pour/? 
suffisamment grand. Ceci exige (n"9) que toutes les dérivées de S 
soient nulles pour Xp\ on est ramené au théorème précédent. 

13. Généralisation du théorème III. — Si une série entière 
est nulle pour tous les nombres d'un intervalle, aussi petit 
qu'il soit y compris dans son intervalle de convergence, elle est 
nulle pour tout nombre x appartenant à l'intervalle de conver- 
gence. 

Cet énoncé se déduit du précédent comme le théorème III se 
déduit du théorème II. 

Corollaire. — Si deux séries entières, convergentes l'une et 
l'autre dans l'intervalle { — ^o? ^o)> ont même valeur pour 
tous les nombres d^un intervalle (Xf, X2) aussi petit quHl soit^ 
compris dans le précédent, elles sont identiques. 

En effet, leur différence, qui est une série entière, étant nulle 
pour tout nombre de l'intervalle {x^ , ^2)? est nulle quel que soit x 
dans l'intervalle : or nous entendons par là (théorème II) que 
tous ses coefficients sont nuls. 

14. Ce qui précède permet d'établir une importante propriété 
des séries entières : 

Théorème. — Tout intervalle (— ^i, Xs)^ intérieur à l'inter- 
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çalle de convergence, peut être décomposé en un nombre fini 
d'autres intervalles dans chacun desquels la série S(:c) est 
croissante ou décroissante. 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, la dérivée ^'{x) s'annulerait 
pour une infinité de valeurs x comprises entre — x^ et x^. Mais 
cette dérivée est elle-même une série entière. Nous arriverons 
donc à une contradiction, si nous prouvons qu'on pourrait, avec 
les valeurs de ces racines, composer au moins une suite conver- 
gente. 

Or, divisons l'intervalle ( — x^^ +^i) eu deux intervalles égaux; 
l'un au moins comprend une infinité de racines. On le subdivisera 
en deux, dont Tun au moins comprendra encore une infinité de 
racines. On formera ainsi une suite d'intervalles {a^ bn)^ tendant 
vers zéro, compris chacun dans le précédent et comprenant cha- 
cua une infinité de racines. Une suite quelconque de ces nombres 
racines, x[^ x'^, ..., x'^^ ..., pris respectivement dans les inter- 
valles («<, fe|), («2? ^2)) •••) (<^/n ^/i)> constituera une suite con- 
vergente dont tous les termes seront racines de S'(^), ce qui dé- 
montre le théorème. 

Remarque. — Le théorème n'est pas vrai de l'intervalle total 
de convergence ( — Xq, Xq), Une infinité de maxima ou de minima 
pourraient s'accumuler vers ses extrémités. 



V. — Application de la théorie des séries entières aux fonctions 

circulaires. 

15. Nous allons chercher à déterminer deux fonctions de x que 
nous appellerons sin^ et cos^, satisfaisant, s'il est possible, aux 
deux équations fonctionnelles 

(1) sin(a7 -h A) = sina7C0s// -h cosa? sinA, 

(2) cos(a7 -+■ h) = cos^r cos/i — s'mxsinh^ 

ainsi qu'à la condition d'admettre une dérivée pour x = o, celle 
de sin^ étant égale à Tunité et celle de cos^ égale à zéro. 

Nous ne ferons aucune autre hypothèse sur ces fonctions : nous 
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ne supposerons même pas a priori que sin^ et cosa: soient des 
fonctions continues, ou seulement finies. 

Cherchons d'abord les valeurs de sin^ et de cos^ pour x=o. 
Faisons dans les équations données :c = A = o; il vient 

(i') sino = 2 sino coso, 

( 2' ) cos o = cos2 o -h sin* o. 

On aperçoit immédiatement la solution 

sino = o, coso == i. 

Je dis qu'il n'y en a point d'autre. En effet, si sino n'était pas 
nul, on pourrait diviser par sino les deux membres de l'équa- 
tion (1'), qui se réduirait à 

I 
coso = -. 

2 

9 

Alors la relation (2') donnerait pour sin^o une valeur négative, 
ce qui est inacceptable. Ainsi sino est nul ; et, par suite, coso est 
égal à l'unité. 

Cela posé, ajoutons membre à membre les équations (1) et (2), 
préalablement élevées au carré; nous obtenons 

sin2(a7 -+- /i) -h cos2(rF-t- h)= (sin^iCH- cos'a?) (sin»A 4- cos^/i). 

Si donc on pose 

F(a7) = sin^a? H- cos* a?, 

on aura 

¥{x-\-h) = ¥{x)¥{h). 

Nous savons que toute fonction F(^) satisfaisant à cette équa- 
tion fonctionnelle (Chap. IV, n° 8) est nécessairement de la 
forme a^, a étant un nombre positif. Nous allons montrer que 
dans le cas présent cette exponentielle se réduit à Punité. 

Cherchons, en effet, la dérivée de F(^) pour x = o. On a, 

pour ;r = o, N 

k ^ F{h) — F(o) 
h~ h 

Or les relations 

sino = p, coso = I 
G. R. - I. II 
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enlraînent F(o) = i. On a donc 

k . , sinA cos^A — i 

7- = sinA — r 1 ; • 

h h h 

Faisons tendre h vers zéro ; par hypothèse, le rapport —j— tend 

vers l'unité, puisque sin^ est supposé avoir pour ^= o une dé- 
rivée égale à i; d'aulre part, puisque la fonction %mx est con- 
tinue pour ^ = o, et qu'on a prouvé que sino est nul, sinA tend 
vers zéro ; le premier terme du second membre s'évanouit donc. 
Quant au second terme, nous l'écrirons 

cos^A — I , , ^cos/i — I , , ^ cosA — coso 

j =(cosAh-i) 7 =(cosAh-i) 7 ; 

ti il h 

on voit ainsi qu'il tend vers zéro avec A, puisque cosx admet, par 
hypothèse, pour a? = o, une dérivée nulle. De tout <jpci résulte 

F'(o) = o. 

Mais, comme F(a?) est une exponentielle, on sait que sa dérivée 
(Chap. V, n® 12) est pour ^ = o égale à 

= loge». 



logae 



11 faut donc que a soit égal à l'unité, puisque son logarithme 
est nul. En conséquence on a 

¥{x) = sin^a? -t- Qos^x = i. 

De là résulte que les fonctions smx et cosx, si elles existent, 
sont des fonctions finies. 

16. Nous allons voir que l'une et Tautre admettent une dérivée 
pour toute valeur x. Formons, en effet, le rapport 

smix -^ h) — sinrc . cosA — i sinA 

T-^ = sma? ; hcosa? — z — • 

h h h 

D'après ce qui a été vu, ce rapport tend vers cos^c quand h tend 
vers zéro; c'est-à-dire qu'on peut déterminer un nombre positif a, 
tel que, sous la seule condition | A | < a, on ait 

|sin(^-+- h) — sina? 



— cosa? 



<e, 
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e étant une fraction aussi petite qu'on voudra. Il y a plus : le 
nombre a ne dépend pas de x. Cherchons, en effet, à vérifier 
l'inégalité 



cosA — I 



■ cosrc 



(sinA- \ 



<Ê. 



Puisque sin^ et cosa: sont en valeur absolue inférieurs à l'unité, 
il suffit de satisfaire à l'inégalité 



IcosA ■ 



sinA 



<Ê. 



Or, par hypothèse, sin^ et cos^ ont pour x = o des dérivées, 
respectivement égales à i età zéro. On peut donc déterminer un 
nombre a tel que, sous la condition | A ] < a, on ait à la fois 



cosA — I 



2 



sin/i 



h 



z 



et ce nombre a est évidemment indépendant de x. Ainsi la fonc- 
tion sin^ est uniformément différentiable dans tout intervalle où 
elle existe et sa dérivée est cos^. 

On prouverait qu'il en est de même de cos^ et que sa dérivée 
est — sina?. 



17. Il suit immédiatement de là que sin^ et cos^ ont des déri- 
vées de tous les ordres, qui sont uniformément di fférentiables , 
et qui, de plus, restent toutes en valeur absolue inférieures à 
tout nombre plus grand que l^ unité. Les fonctions sina: et cos^ 
remplissent donc des conditions suffisantes (n** 8) pour être déve- 
loppables par la formule de Maclaurin. En effectuant les dévelop- 
pements, on trouve sans peine 



sinrr = 07 — 



(3) 



31 



x^ 

COS^ =1 î 

2 1 



X^ 

■5T' 



Mais la question n'est pas achevée. Il faut prouver que ces 
deux séries, qui sont convergentes pour toute valeur de x^ satis- 
font aux équations (1) et (2). Ce sont, d'après ce que nous sa- 
vons (n® 5), des fonctions analytiques pour toute valeur x^ 
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c'est-à-dire qu'on peut, quels que soient x et A, leur appliquer 
la formule de Taylor. On trouve ainsi 

^ ' I 2: 3! 

h . h^ h^ . 

cos(a7H- h) = QO%x sma? r cosa? -H ^rsina?-!- 

^ ' I 2! 3! 

Nous avons expliqué dans quel sens il faut entendre le signe 
d'égalité qui sépare les deux membres de ces formules. Si, dans 
chacun de ces seconds membres, on réunit tous les termes en sîn^ 
et tous les termes en cos^, et qu'on tienne compte des équa- 
tions (3), on retrouvera immédiatement les relations (i) et (2), 
qu'il s'agissait de vérifier. Les séries (3) fournissent donc la 
solution complète du problème proposé. 

18. Périodicité, — Écrivons la première comme il suit : 

(X^ \ X^ / X^ \ X^ I 37* \ 

2.3/ 5! V 6.7/ 9! V 9-AO/ 

Tous les binômes entre parenthèses sont positifs quand x est 
compris entre zéro et 2. Donc sin^ est positif pour toutes ces 
valeurs. 

Écrivons aussi 

37* / X^\ X^ [ X'^ \ 

Les binômes entre parenthèses sont tous positifs pour a?== 2, 
valeur qui rend négative l'expression 



372/ 372 \ 



Il suit de là que cos2 est négatif. Or coso est égal à i. Donc 
cos^, qui est une fonction finie et continue de ^, a au moins une 
racine comprise entre zéro et 2. Comme c'est une fonction dé- 
croissante dans cet intervalle, en vertu de la relation 

cos(a7-H- K) = cosa? cos/i — siniP sin//, 

elle n'a qu'a/ic racine entre o et 2. Nous pouvons calculer cette 
racine par la méthode générale que nous avons indiquée (Ghap. IV, 
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n° 2) pour calculer le nombre x qui fait prendre à une fonction 
continue une valeur donnée. Nous trouverons ainsi une suile 
convergente dont no«s désignerons les termes successifs par 



-^x 


TTï 




T^n 




> 


• • ') 




1 


a 




1 



et d'une façon générale par - , quand nous ne voudrons pas spé- 
cifier le rang. L'existence de cette racine entraîne la périodicité 
des fonctions sin^ et cos^. En effet, dans les équations (i)et(2)^ 

faisons A ^ — . Nous pouvons disposer de Tindice n de façon 
que cos— soit en valeur absolue inférieur à une fraction don- 
née S/i. Nous aurons alors 

(4; sinfrcH ^ j = ôertSinir -t- sin — cosa:- (— i<6<i). 

Or, en vertu de la relation sin^^ -|- cos^^ := i , on a 



_. TT, 



^•=v/._enU,-?iL»; 



le signe 4- a été donné au radical, parce que sin^ est positif 
quand x est compris entre o et 2. 
De là résulte qu'on a également 

de sorte qu'on peut écrire 

sin^ =1 — e'ej (o<e'<i). 
Par suite, la formule (4) devient 

sin (x 4- ^ j = cosiF + £«(61 — 6; 6/^) (o < ôi, e'j < i), 
On trouvera de même 



■('-?)-' 



tn cosiF — sin — sina? 
2 



= ~ sinar -f- e^CO^^ 6', ê„) (o < 6,, 8', < i). 
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Faisant usage de ces deux expressions pour former, d'après 
l'équation (i), la valeur de sin(^ + 7r,i), on trouvera 

sin{x-^-TZn) = — sina:*H- ae;,(3f H- Sr's,,) (o < 3^, 3r'<i). 
Il suffit donc de disposer de n pour rendre l'égalité 
siii(â7 -h tt) = — sina? 

aussi approchée qu'on voudra, ce qui démontre la périodicité 
de sinx, en précisant le sens de ce terme. La périodicité de cos^ 
s'établit alors immédiatement. 



CHAPITRE IX. 

INTÉGRALES ET FONCTIONS PRIMITIVES. 
SÉRIE DE FOURIER. 



Dans ce Chapitre nous étudions les propriétés des fonctions 
engendrées par l'intégration, ainsi que celles des fonctions primi- 
tives, et nous donnons plus d'extension à la notion dMntégrabilité. 
L'examen de certaines intégrales dépendant d'un paramètre, qui 
présentent une particularité remarquable, conduit aux dévelop- 
pements en série de Fourier. 

I. — Fonctions ayant une intégrale donnée. 

1. Quand une fonction f{x) est intégrable, les sommes S,|, 
S'^, ..., considérées au Chapitre III (n° \ ), définissent une seule et 
même fonction F(a:) de la variable X. Cette fonction est appelée 
V intégrale de /(^), prise entre j^o et X, et on la représente par 
le symbole 

f{x)dx', 



s 



les nombres ^0 etX sont dits les limites inférieure et supérieure 
de l'intégrale. Dans ce symbole, dx désigne un intervalle au plus 
égal à un nombre a tel que toutes les sommes S^ composées avec 
des intervalles moindres que a diffèrent entre elles de moins d'une 
fraction donnée e (celle qui exprime l'ordre de petitesse des frac- 
tions que l'on est convenu de négliger). 

Mais le problème inverse, qui consisterait, se donnant une 
fonction F(X), à en trouver une autrey(a:) dont la première fût 
l'intégrale, prise entre Xq et X, n'est pas déterminé. En effet, il 
existe une infinité de fonctions qui ont même intégrale. En 
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voici d'abord un exemple évident. Supposons que f{x) et ^{x) 
soient deux fonctions qui, dans Tintervalle (^Cqî ^)? coïncident, 
sauf pour un certain nombre de valeurs. La différence 

est nulle, sauf pour ces valeurs, et Tintégrale de ^{x) est évidem- 
ment nulle. Il en résulte, comme on le verra aisément, que l'in- 
tégrale de /(x) est égale à celle de ^{x). 

Voici un autre exemple, bien plus instructif, par lequel nous 
prouverons l'existence de fonctions ^(x) non nulles et dont l'in- 
tégrale est nulle pour toute valeur X comprise dans l'inter- 
valle (a, 6) où ces fonctions ^{x) sont définies. En effet, tous les 
nombres x compris entre a et b sont des entiers ou des fractions 
que nous supposerons réduites chacune à leur plus simple 
expression. Pour toutes les valeurs x qui sont des fractions irré- 
ductibles de dénominateur p (des entiers si /? = !), nous attri- 
buons à ^{x) la même valeur /(/?) : Np, où N^ est le nombre des 
fractions irréductibles de dénominateur/? comprises entre a etb ; 
quant à /(/?), c'est un nombre positif, décroissant indéfiniment 
quand /? augmente, et tel que la série 

/(l)+/(2)^-/(3) +... + /(/?)+... 

soit convergente. 

Cela posé, considérons dans l'intervalle (a, b) deux nombres 
(^0, X) et divisons leur intervalle en /i autres. S oient jKmJ^2j "-^yn 
les plus grandes valeurs de la fonction dans chacun de ces inter- 
valles. La somme un des oscillations de la fonction dans les n in- 
tervalles est au plus égale à JK^ + ^"2 + ' • •4-^/1. Or, parmi les 
fractions ^rj considérons celles dont le dénominateur est/?; leur 
nombre np est inférieur ou égal à N^. Par conséquent, on a 

p 

Cette dernière série étant convergente, l'oscillation totale Q^ 
est limitée, et la fonction /{x) est intégrable. Pour calculer l'in- 
tégrale 

(a:i— aro)iKÇ,)H-...-f-(X-a7;,-i)^(J;,), 
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on peut choisir arbitrairement les valeurs intermédiaires Ç. Or, 
d'après la loi de formation de ^{x), il existe dans tout intervalle, 
si petit qu'il soit, des valeurs i pour lesquelles la fonction a une 
valeur inférieure à tout nombre donné, si petit qu'il soit : ce 
sont les fractions i dont le dénominateur p est suffisamment 
grand. En employant ces fractions, on voit que Tintégrale de i/{x) 
est nulle. 

II. — Propriétés des intégrales. 

2. Théorisme. — Si la fonction f {x) est finie dans V inter- 
valle (a, b) et intégrable dans tout intervalle (xq, X) inté- 
rieur au précédent, son intégrale prise entre Xq et X est une 
fonction continue de X dans tout lUntervalle (a, b). 

Il suit de la définition de l'intégrale que, si M est la limite su- 
périeure et m la limite inférieure dey*(^) dans rintervalle(^oîX)î 
on a ( ^ ) 

M(X — iro)> / /(a:)rfa? > m(X — a^o). 



On voit aussi bien aisément que, si X 4- A est compris entre a 
et by on a toujours 

' f{x)dx= l f{x)dx-v- f{x)dx, 

JTo ^x^ *^X 

quel que soit l'ordre dans lequel se présentent les trois nombres 
^Oî X et X -h A, quand on les range par ordre de grandeur crois- 
sante. 

Gela posé, la différence 

,X-t-A ^X ^X-hA 

F(X-f-A) — F(X)= / f(^x)dx— l f{x)dx= / f{x)dx 

«/r. »/r„ *^X 



( * ) Cette double inégalité permet d'écrire 

,x 

f{x)dx =[x(X-a?o), 






(JL étant un certain nombre intermédiaire entre les limites supérieure et infé- 
rieure de /(a;) dans l'intervalle (ar^X). 
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est inférieure à M' h et supérieure à m'A, M' et m^ étant les limites 
supérieure et inférieure àe/{x) entre X et X+ A, ce qui prouve 
déjà que l'intégrale F(X) est continue pour toute valeur X, 
comprise entre a et b. 

Mais, si Ton appelle M© et nio les limites de /(^) pour tout 
l'intervalle (a, 6), on peut écrire, a fortiori, 

MoA > F(X -f- /^) - F(X) > moA, 

et comme M© et /no ne dépendent pas de X, il suit de là que F(X) 
est une fonction continue de X dans tout V intervalle (a, b). 

3. Théorème. — Toute intégrale est une fonction continue 
à oscillation totale limitée. 

Divisons, eu effet, l'intervalle (^o? X) en n autres par les 
nombres x<, ^2» • • •? ^n-Kt et posons 

yr= f '^f{^)dx, Y= f f{x)dx. 

Nous allons calculer la somme 

et montrer qu'elle est limitée, quels que soient le nombre n des 
intervalles partiels et leur loi de formation. On a, en effet, 



f{x)dx, 



et ce nombre est compris entre Mo(^r+i — ^r) et mo(^r+< — ^r)- 
Si donc on désigne par [jl la plus grande des deux valeurs absolues 
de Mo et de m©, la somme considérée est moindre que (Ji(X — ^o)> 
ce qui établit noire lemme. 

Maintenant, dans l'intervalle (^rj -^^r+i) 011 peut trouver deux 
nombres Ç, ç^, auxquels correspondent, pour l'intégrale F(X), 
deux valeurs, dont l'une vir diffère de moins de e: 2 de la limite 
supérieure de F(X) dans l'intervalle en question, et l'autre t^'^ 
diffère de moins de e : 2 de la limite inférieure. Par suite \t\r — 'h'r\ 
diffère de moins de e de l'oscillation co;. de F(X) dans ce même 
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intervalle, et l'on peut écrire 

I -nr- rii I = (sir— e,.e ( - I < Ô,.< i). 
Ainsi, la somme des oscillations co^ est représentée par 

cooH-a>i-4-...-ha)«_t= |7)o— r/o|-h |t)i— T)i | -h . . . -h £26^. 

Or, le coefficient de e est au plus égal an, et n étant fixé, on 
peut, d'après la définition du nombre e, prendre ce nombre assez 
petit pour que ne soit aussi petit qu'on veut. Pour établir que 
l'oscillation totale de F(X) est limitée, il suffit donc de prouver 
qu'il en est de même de la somme 

l^io— >î'ol + hi-^i 1+.... 

Comparons celle-ci à la somme 

ho — TQi I -+- h'o — "î^i I + hi — ^i 1 1 ■+- h'i — TQî I + • • • 7 

dans laquelle les valeurs tjq, 1^;^, t)^ , r/^ de l'intégrale correspondent, 
dans l'ordre où elles sont écrites, à des valeurs croissantes de x. 
C'est là une somme telle que t,^ et qui, à ce titre, est limitée. Or, 
la proposée s'en déduit par suppression des termes de rang impair; 
elle est donc à plus forte raison limitée, d'où suit la conclusion 
annoncée. 

4. Il ne faudrait pas croire que l'intégrale d'une fonction /(a;) 
ait en général une dérivée, et que cette dérivée soit/(^). Nous 
avons, en effet, formé précédemment (n® 1) une fonction 'J'(^) 
dont l'intégrale est constamment nulle et a, par conséquent, 
une dérivée nulle, qui ne peut se confondre avec ^(^). 

Voici un cas important dans lequel une fonction f{x) est la 
dérivée de son intégrale : 

Théorème. — Toute fonction continue dans un intervalle 
est la dérivée de son intégrale; de plus, cette intégrale est une 
fonction uniformément différentiable. 

Pour le démontrer, rappelons l'inégalité obtenue plus haut 

•X+A ^X 



*'^> r f{x)dx— f f{x)dx>m'h, 



M' 
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OÙ M' et m' sont les limites supérieures et inférieures de ^{x 
dans l'intervalle (X, X -4- h). Or dans cet intervalle il existe deux 
valeurs \ et Ç' telles qu'on ait 

/($)>M-^ /($')<m + -% . 

s étant une fraction donnée, aussi petite qu'on veut. Mais, puisque 
f{x) est continue dans l'intervalle (a, £), on peut assigner un 
nombre a indépendant de X et tel que, si | A | <^ a, on ait 

i/($)-/(X)|<^ l/($')-/(X)|<J. 

De ces inégalités et des précédentes on conclut 

F(X-hA) — F(X) 



-/(X) 



<£, 



ce qui prouve à la fois que F(X) admet pour dérivée /(X), et 
que cette fonction est uniformément différentiable, puisque a est 
indépendant de X. 



III. — Fonctions primitives. 

5. Nous sommes maintenant en mesure de répondre à celte 
question : Etant donnée une fonction fi^x\ continue dans V in- 
tervalle {a ^ 6), existe-t-il une fonction F(;r) dont elle soit la 
dérivée ? 

Nous voyons qu'il existe une telle fonction. C'est l'intégrale 



F(^)= f f^^)dx, 



Xo étant un nombre quelconque appartenant comme x à l'inter- 
valle (a, h). On appelle fonction primitive de f(x) une fonction 
dont/(^) est la dérivée. Une fonction continue f{x) a donc au 
moins une fonction primitive. Si l'on représente toute fonction 
primitive de f(x) par 



Jf f(ct;)dx-{-^(x), 
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on voit que f{oc) est assujettie à la seule condition d^avoir une 
dérivée constamment nulle. Or nous avons donné (Chap. V, n** 6) 
le moyen de former une infinité de fonctions «p(^) jouissant de 
cette propriété. Ainsi toute fonction continue a une infinité de 
^onctions primitives. 

Mais, si Ton astreint la fonction primitive de /(^) à être uni- 
formément différentiable, comme l'intégrale de /(^) Test elle- 
même, il faudra que <p(^) soit uniformément différentiable. Or 
nous avons montré (Chap. VI, n® 6) qu'une fonction unifor- 
mément différentiable, dont la dérivée est nulle, se réduit à une 
constante. D'où cette conclusion : 

Toutes les fonctions primitives y uniformément différent 
tiables^ d'aune fonction continue f{x) rentrent dans le type 



f 



f(x) dx -f- const. 



Ce théorème (*) fait dépendre, dans certains cas, l'évaluation 
d'une intégrale de la connaissance d'une fonction primitive. En 
effet, si f{oc) est une fonction continue, et si l'on en connaît une 
fonction primitive uniformément différentiable F(^), on aura 
immédiatement 






f{x)dx = F(a7,) — F(a7o). 



On peut remarquer, à ce sujet, que la fonction primitive n'est 
point limitée comme l'intégrale; elle peut, en effet, à cause de la 
constante entièrement arbitraire qu'elle contient, acquérir une 
valeur absolue aussi grande qu^on veut, tandis que, ia fonc- 
tion/(^) n'étant définie que dans l'intervalle (a, 6), toute inté- 
grale 

f{x)dx 



L 



dont la limite supérieure est donnée et appartient, ainsi que la 



(') On pourrait, dans l'énoncé de cette proposition, omettre la propriété 
de/(x) d'être continue. On sait, en effet (Chap. VI, n» 1), que la dérivée d'une 
fonction uniformément différentiable dans un intervalle est continue dans cet 
intervalle. 
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limite inférieure, àrinteiTalle (a, 6), est nécessairement comprise 
entre deux nombres qu'on peut assigner. 

IV. — Extension de la notion d'intégrale. 

6. Cas d^une limite infinie, — Considérons une fonction /(^), 
intégrable entre x^ et X, quelque grand que soit le nombre X, 
supposé, par exemple, positif. Soient x,^^ x^-, . . ., ^n-, • • • des 
nombres qui vont en croissant constamment et indéfiniment avec 
leur indice, et cela suivant une loi quelconque. Si les valeurs 
correspondantes de l'intégrale 






forment une suite convergente, nous dirons que la fonction /(.r) 
est intégrable entre Xq et 4-oo, ou encore que le symbole 






f{x)dx 



a un sens. Il représentera, par définition, l'un des termes de la 
suite !<, I2, . . ., I/î, . . . à partir d'un rang suffisamment élevé. 
Dans tout autre cas, on dit que ce symbole n'a pas de sens. 

Remarque, — Il n'est nullement nécessaire, pour que les inté- 
grales I|, [2, . . ., I;i, . . . existent et forment une suite conver- 
gente, que les nombres 

forment eux-mêmes une suite convergente, quelle que soit la loi 
suivant laquelle grandissent les nombres x^, X2, . . ., x^. 

Mais si, quelle que soit cette loi, la suite /(^i), f{^i)^ • • • est 
convergente, cette suite a nécessairement pour limite zéro. Si, 
en effet, ses termes, à partir d'un certain rang /i, étaient, par 
exemple, supérieurs à un nombre positif /, on aurait 






f{x)dx'>l{xn+r—^o (r = l, 2, ...); 
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donc les intégrales qui suivent I„ dépasseraient tout nombre assi- 
gnable. 

Exemple* — Soit la fonction 

OÙ m est une fraction positive. On connaît une fonction primitive 
uniformément différentiable Ae f{x)^ savoir : 



On a donc (n° S) 



r^ dx _ 1 / I i__\ 

«/ j-, a? I — /w\A a?Q / 



Faisant croître X indéfiniment, on reconnaît que les inté- 
grales I^ , I2, . . . forment une suite convergente, si m> i ; que, au 
contraire, elles croissent indéfiniment en valeur absolue, si m <C ï. 
La conclusion est la même pour /n = i , parce qu'alors on a 



i. 



^ dx 
— =logX— logiTo- 



En conséquence, pour m > i, on a 
dx i 






/y//i / \ in.— \ 

^ {ni — i)xQ 



Si, au contraire, m est inférieur ou égal à i, le symbole écrit au 
premier membre n'a pas de sens. 

Nous n'insisterons pas sur la règle bien connue qu'on déduit de 
là pour reconnaître si certaines intégrales à limite infinie ont ou 
n'ont pas de sens. 

7. Cas où la fonction à intégrer devaient infinie. — Nous 
n'avons défini l'intégrale (Chap. III, n° 1) que pour les fonctions 
finies. Il y a intérêt à rechercher si le procédé de l'intégration 
peut s'étendre aux fonctions qui deviennent infinies. Une fonc- 
tion f(x) étant définie dans l'intervalle (a, 6), supposons qu'il 
existe dans cet intervalle une suite convergente de nombres 
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croissants 

^ l » "^2) • • • > *^/i> • • • 

tels que la suite f{oo\ ), /{oc'^)^ . . ., /{^n)y • • • ^^^^ divergente, ses 
termes grandissant indéfiniment en valeur absolue avec n. Nous 
allons prouver que le procédé sommatoire n'est applicable à cette 
fonction dans aucun intervalle (^0? X) compris dans (a, b) et 
comprenant la suite x\^ x'^^ , . .y x\^^ .... 

Divisons, en effet, Tintervalle [xq^ X) en m autres intervalles, 
aussi nombreux qu'on voudra, et formons la somme 

m — \ 

Sm = ^ f{\r) (a^r-f-l — ^r), {0C,n= X), 



OÙ \r est un nombre intermédiaire entre Xr et Xr^^, Mettons en 
évidence le dernier intervalle {xh, ^k+\) q"i contient des termes 
de la suite x\^ x\^ Nous pourrons écrire 

A— 1 m— 1 

S/« =2 fiXr) {Xr+\ — Xr) -+-/(b) (^A+l — ^Ar) ^-^ Z^^'') (^''+1 — ^i^)' 
Ar-i-1 

Aucun des intervalles qui figurent dans la seconde somme ne 
comprenant de termes de la suite (;r'), on pourra calculer la valeur 
numérique B de cette somme, comme la valeur numérique A de la 
première, quand on se sera donné le mode de fractionnement et 
les valeurs intermédiaires \rt qi*e nous supposerons toutes fixées, 
excepté \k* Or Xr et ^a+i, étant choisis, si voisins d'ailleurs que 
soient ces deux nombres, on peut assigner entre eux un terme x' 
delà suite x\^ . .., tel que/{Xp) et, par suite, /(.r^) (^Ta+i — ^a), 
soit aussi grand qu'on veut, plus grand, par exemple, que N fois 
la somme | A ] + | B |. En prenant Ça= ^^ on voit que la somme S,„ 
sera aussi grande qu'on voudra. C'est ce que nous exprimerons 
en disant que la fonction /(x) n^ est pas intégrable. 

Remarquons la généralité de l'hypothèse sur laquelle est fondée 
la démonstration : il suffit qu'il existe une suite x\^ x\^^ ... telle 
que lestermes de la suite correspondante f{x\)^ /{^2)j ••• 
croissent indéfiniment en valeur absolue. Toute autre suite équi- 
valente peut ne pas jouir de la même propriété. 
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8. Appliquons ces considérations à des exemples : 
I** Soit d'abord la fonction 

Elle devient aussi grande qu'on veut quand x prend des valeurs 
positives suffisamment voisines de zéro. Cette fonction n'est donc 
pas intégrable dans l'intervalle (o,X), X étant un nombre po- 
sitif quelconque. Elle admet une fonction primitive 2^ qui 
reste finie pour x ^^lo, 

2** Considérons la fonction 

F(a7) = x^ÛTL- (i<a <-2). 

Celte fonction admet une dérivée 

f{x^ = xx'^-^ sin x^-^ cos - • 

•^ X X 

Il est visible que /(^) devient aussi grande qu'on veut quand 
X est suffisamment voisin de zéro. Elle n'est donc pas intégrable 
dans l'intervalle (o,X), X étant un nombre positif quelconque. 
Elle admet une fonction primitive F (a?) qui reste finie pour ^ = 0. 

Contrairement à ce qui arrivait dans l'exemple précédent, la 
fonction /(^) est ici parfaitement déterminée pour a; == o qui lui 
fait acquérir la valeur zéro (Chap. VI, n^ 1, Remarque), De plus, 
toute suite de nombres positifs décroissants et tendant vers zéro 
ne rend pas/(j7) de plus en plus grande, puisque /(:«:'„) reste finie 
pour toutes les valeurs 

X,^^ (ai := I, 2, . . .). 

(2/1 -f-l) -- 



— étant un terme de la suite convergente qui définit la plus petite 

racine positive de l'équation cosz = o, terme dont l'indice r croît 
de plus en plus avec n. On a donc là un exemple de la propriété 
([ue nous signalions tout à l'heure. 

Les deux fonctions que nous venons de reconnaître comme 
n'étant intégrables dans aucun intervalle (o,X) admettent- des 
G. R. - I. 12 
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fonctions primitives qui restent fînies pour ^ = o. Il n'y a point 
là de contradiction avec ce que nous avons vu plus haut (n°* 4 
et 5). Nous n'avons, en effet, établi de relation entre la fonction 
primitive F (;r) d'une fonction /(^) et son intégrale qu'en sup- 
posant F(^) uniformément différentiable et, par suite, f {x) con- 
tinue dans l'intervalle considéré; or, dans nos exemples, il n'en 
est pas ainsi. 

9. Bien qu'une fonction qui devient infinie dans un intervalle 
(ou à l'une de ses extrémités) ne soit pas intégrable dans cet 
intervalle, on est conduit par les applications, et notamment par 
la quadrature des aires planes, à établir une distinction entre les 
fonctions de cette espèce, au point de vue de l'intégrabilité, et à 
étendre cette notion à certaines d'entre elles. 

Supposons que, dans l'intervalle (a, fc), il existe une suite con- 
vergente 

telle que la suite correspondante 

/($l), /($2), ..-, f{U\ ... 

contienne des termes plus grands en valeur absolue que tout 
nombre assignable. Considérons deux suites équivalentes à la 
suite \n et composées, l'une de nombres croissants, 

l'autre de nombres décroissants, 

Xi, iTj, . . . , Xni . . . • 

Il peut se faire que f{x) soit intégrable entre a et Xn et aussi 
entre œ'^ et 6, quelque grand que soit n. Nous poserons alors 

1/1= / f{^)dx, 5n= 1 f{x)dx, 

et nous formerons les deux suites : 

(t) II, Ij, ..., I/i, ..., 



INTÉGRALES ET FONCTIONS PRIMITIYES. I79 

Si elles sont toutes les deux convergentes et si toutes les suites, 
qu'on obtient en remplaçant dans les intégrales I les limites su- 
périeures par des nombres formant une suite équivalente à la suite 
des Xri'i sont équivalentes à la suite (t); si, de même, toutes les 
suites, qu'on obtient en remplaçant dans les intégrales J les limites 
inférieures par des nombres formant une suite équivalente à la 
suite des ^'^, sont équivalentes àMa suite (y), nous dirons que la 
fonction f{x) est intégrable entre a et b et que son intégrale 
est l'un quelconque des termes de la suite 

à partir d'un rang suffisamment élevé. 

10. Exemple. — Donnons-nous la fonction 

OÙ /n est un exposant positif. Elle devient infinie pour x = o; 
mais si Xq et b sont deux nombres positifs, on a (n** 6) 

J --■ r f{^')dx= — ^—(-c^ ;^V 

Faisant décroître Xq indéfiniment, suivant une loi quelconque, 
on voit que, si m<!i, l'intégrale J tend vers la valeur de son 
premier terme. Nous dirons donc que la fonction x'"^ est inté- 
grable entre o et 6 ou que le symbole | 



X 



^dx 



a un sens et que sa valeur est 



i—m 6'»-* 



Ce résultat permet de décider si certaines intégrales, de forme 
analogue, ont un sens. 
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V. — Intégrales singulières. 



11. Supposons qu'une fonction de deux variables /(a?, a) soit 
intëgrable par rapport à x lorsqu'on attribue à a une valeur con- 
stante. L'intégrale 

J = / /(a?, a) dx 

définit une fonction de x^ qui change d'ailleurs quand on change a. 
Mais certaines fonctions /(^, a) présentent une particularité 
remarquable : si L est la valeur de J pour une certaine valeur 
de X\^ en relation avec la limite inférieure a, on peut disposer 
de a de manière que l'intégrale J reste égale à L quand on change 
sa limite supérieure. En termes plus précis, s'étant donné arbi- 
trairement ^<, ainsi qu'une fraction positive e aussi petite qu'on 
veut, on peut déterminer un nombre a^ tel que, sous la seule 
condition 

|a|>|ail, 
on ait l'inégalité 



1/ 

*Ja 



f{x, 0L)d(x — L 



en outre, une fois a Jixé de la sorte, cette inégalité subsiste si 
l'on remplace Xt par une série d'autres nombres plus éloignés de 
la limite inférieure a. On dit alors que l'intégrale considérée est 
une intégrale singulière. 

Voici une importante intégrale de cette espèce qui intervient 
dans la démonstration de la célèbre formule de Fourier. C'est l'in- 
tégrale 

, _ r ' sinaa? 



lOLX , 

- ax. 



Le symbole soumis au signe d'intégration n'ayant pas de sens 
pour a; = o, nous conviendrons qu'il représente ol quand x est 
nul. Grâce à cette convention, la fonction considérée est continue 
de ^ = oà^ = .ri,y compris la limite inférieure. Le nombre a 
est un entier positif impair. 

Pour obtenir la valeur remarquable L, propre à cette intégrale, 
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nous lui donnerons comme limite supérieure l'un des termes — 

de la suite convergente qui définit la plus petite racine positive 

de l'équation 

cosa? = o. 

En faisant usage de la formule connue 

sinarrr ^ , . 

— : = I -h 2 003 237 4- 2COS4a7-t-.. . -t- 2C0S(a — l)rP, 



nous aurons 

1 



X 



sina7 2 



la somme des termes non écrits pouvant être rendue, quand n est 
suffisamment grand, moindre qu'une fraction donnée e. Si l'on 
suppose cette fraction inférieure à la plus petite quantité qu'on 
est convenu de conserver dans chaque calcul particulier et qu'on 
remplace i^n par le symbole plus simple u, on aura 






Maintenant la limite supérieure X\ de l'intégrale J va être suppo- 
sée quelconque dans l'intervalle (o, -'*) ; il serait facile d'étendre 

la démonstration au cas où x^ sérail négatif et compris dans 
l'intervalle symétrique. Pour calculer J, nous diviserons l'inter- 
valle (o, Ti/ï) en de intervalles consécutifs égaux; X\ est situé dans 
l'un de ces intervalles, le m'^*°* par exemple : on aura 

(m — i) — <Xi<m^* 
oc oc 

Comme on peut d'ailleurs écrire 

Jr^'sinaa? , /* * sinaa? , /* * sinaa? . 
— -: dx = I —, ax — / —. dx. 
^ sina; J^ sina? J^^ sma? 

nous décomposerons la dernière intégrale du second membre en 
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plusieurs autres, au moyen des nombres croissants 



xiy m — f (m ■+■ i) — 9 



g — I ^ T^n 
1 OL 1 



ce qui nous donnera 

m—- (m-t-1)-— 

' - -•••-/ (-i<e<i), 



2 



J = 



l'élément différentiel étant sous-entendu pour abréger l'écriture. 
Il est très facile de voir que, si l'indice n est suffisamment grand, 
les diverses intégrales qui figurent au second membre ont des 
signes alternés et des valeurs absolues décroissantes, à partir de 
la seconde. Leur somme sera donc en valeur absolue inférieure à 
tout nombre surpassant les modules des deux premières inté- 
grales. Or on a 



a 



Jr sinaa? , f* sinaa; , i \ T - j 

—. ax < f — dx <,—. / sm oLxdx 



Mais la valeur absolue de la dernière intégrale est 



cos rmz — cos{m — i)7t 
Ce résultat étant indépendant de m, on voit que l'on a 

f ^'h^dx< f 'i 

a 

d'où résulte 



■dx 



< 



oL sinxi 






sina:r , 7t» 

— : dx 

sma? 'À 



< 



a smxi 



On peut donc, étant donné a?<, déterminer a de manière que la 
différence considérée ail un module moindre que toute fraction 
positive e, si petite qu'elle soit; et le module de cette différence 
restera inférieur à e si, conservant la valeur trouvée pour a, l'on 
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remplace la limite supérieure de J par un nombre plus grand 
que Xi , mais toujours inférieur à — • 

12. Voici maintenant un important théorème relatif aux inté- 
grales singulières; il sert de fondement à la démonstration de 
la formule de Fourier. 

Théorème. — Si f{x) est une fonction à oscillation totale 
limitée dans un intervalle (a, 6), et si, le nombre x^ appar- 
tenant à cet intervalle ,^ V intégrale 

I <p(^, a) dœ 

est une intégrale singulière, on a 

f f(x)^{x,a.)dx=f{a-^o) j (^{Xya)dx, 

en désignant par f{a-\-o) la valeur que la fonction f{x) 
acquiert quand x tend vers a par valeurs décroissantes. 

Formons, en effet, une suite quelconque de nombres décrois- 
sants ;ri, X2t ..., ^„, ..., qui ait a pour limite, et posons, pour 
abréger, 

D'après la définition de l'intégrale, nous aurons, pour n très 
grand, 

/ f{x)^{x,0.)dx= r.^yt^ ')3r3 + ---H-TQrr/--»-----+-l^«r/l- 

Or, le second membre peut s'écrire 

yn{r,n^, . .-^y,t) + {yn-i—yn){ TQ«-1 + . • •+»),)+. . •+ (^1— Ta) 11- 

Mais, par définition, on a 

yn = f(a-^o)y Tr)«-+-...-f-T)2~ / (f(x,0L)dx. 

Il vient donc 

/ f{x)^{x,CL)dx^ f(a-\-o) f ^(x,cL)dX'\-Kn, 
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^sî Ton pose 

La fonction /(^) ayant une oscillation totale limitée, la série 

est convergente, puisque ses divers termes sont au plus égaux à 
l'oscillation de f{x) dans chaque intervalle partiel. On peut 
donc, se donnant la fraction positive e, aussi petite qu'on veut, 
prendre r suffisamment grand pour vérifier l'inégalité 

I rr — Jr-Hl I -f- . . . + 1 rn-1 " J/J < £• 

Dès lors, la partie de R„ qui correspond à cette somme est évi- 
demment inférieure à eM, M étant un nombre supérieur aux 
valeurs absolues de l'intégrale 



/ 



Xi 

<p(ar, a)(ia, 



pour Xs compris entre ael x^. 

Évaluons maintenant la seconde partie du reste 

L'indice r étant fixé, je puis choisir a assez grand pour que la 
somme 



"'ir-l-H- • 



çp(a7, a.) dx = I (fdûT — / o dx 

^ r-i *^a *^a 



soit moindre que e. Une fois a choisi de cette manière, il en sera 
de même des sommes analogues {'r\r-2-\-- "-^-'^2)^ •••î qui s'ex- 
priment par des intégrales dont les limites supérieures Xr-2, . . ., 
sont des nombres plus grands que Xr-i- En conséquence, si Q 
est l'oscillation totale de /(x) dans Tintervalle (a, ^4), la partie 
du reste que nous étudions est en valeur absolue moindre que eÛ. 
On a donc finalement 






<eM4-eÛ, 
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ce qui démontre la proposition énoncée, puisque e est arbitraire 
et aussi petit qu'on veut. 

La limite inférieure des valeurs de a pour lesquelles cette iné- 
galité a lieu dépend, bien entendu, de e; elle finit par être d'au- 
tant plus élevée que e est plus petit. 



VI. — Formule de Fourier. 

13. Nous allons montrer qu'une fonction /(^), qui, dans un 
intervalle ( — /, /), d'amplitude au plus égale à 211, a son 
oscillation totale limitée et n'admet qu'un nombre fini de 
discontinuités, est représentable dans tout cet intervalle par 
une série trigonométrique 

Ao-i- Al cosa7-+- Bi s\nx -f- Aj cosaic -h Bj sin2a?-i-. . ., 
dont les coefficients ont les valeurs suivantes : 

Ao= — I /(u)du, 

km— - I /(u)cosmudity 
B,„ = - / f (il) sïn mu du. 

Pour tout nombre x auquel correspond un saut brusque de 

la fonction, la série est égale à la demi-somme des valeurs 

f{x -\- o) et f{x — o) que la fonction acquiert quand la va- 

riable tend vers le nombre x^ soit par ikileurs décroissantes, 

soit par valeurs croissantes. 

En effet, prenons 2 m H- 1 termes dans la série trigonométrique 
et appelons S^ leur somme. Nous aurons 

4-/ ^ 

Sm= - I f {u)\ - -h ^^ (cos nx cos nu -h sinnxs'in nu) \ du 
■"' 1 

-H/ "* 

= "/ /(") — ^ii cos/i(m — x)\ du. 
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Mais nous avons rappelé précédemment (n® H) la formule 

u — X 



- -r-^ co%n{u — x) — 

1 

Si l'on pose pour simplifier 



sin(2/w-+-i) 



. u — X 

•1 sin 

1 



u — T 
2m-f-i— />, = z, 



il n'y a qu'à tenir compte de ce changement de notation et de va- 
riable pour trouver 






■ 7.Z) . ^ dz. 



Remarquons que la valeur z =^ o est comprise entre les deux 
limites de l'intégrale. Nous pouvons donc remplacer cette inté- 
grale par les deux suivantes : 



/f(x-^iz) . dz -f 



/.r 
2 






■iz) 



sinpz 
sin^ 



dz. 



qui se réduisent à une intégrale singulière étudiée plus haut 
(n° H), quand on y fait abstraction du facteur f(x-\-2z) et 
qu'on suppose / inférieur ou au plus égal à it,|. 

Or, d'après ce qui a été dit précédemment (n** 12), on peut 
choisir p assez grand et prendre dans la suite iti , 7^2, . • -, i^,,, • • . 
un terme it de rang assez élevé pour satisfaire aux inégalités 






'2 sin DZ , TT ^ . . 

f(x-^iz) . dz f(x-\-o) 



i 2 



f{x-i-iz) 



s\nz 



sinpz 



dz f(x — o) 



< 



2 



où les symboles f(x + o), f{x — o) ont le sens précisé à l'en- 
droit cité. 

Les explications que nous avons données à ce sujet nous per- 
mettraient même d'assigner la valeur que doit prendre l'entier /?, 
c'est-à-dire /n, et le nombre de décimales avec lesquelles il faut 
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calculer 71 pour qu'il en soît ainsi. Nous aurons donc 

^ S;„ = ^ [/(^ + o) -\-f{x _ o)] H- ee (- 1< e < I ). 

Si, pour la valeur considérée x^ la fonction y(^) est continue, 
on pourra écrire, en désignant par S (a:) la série Irigonomé- 

trique, 

S(^)=/(^). 

Si, pour cette valeur, /(a:) est discontinue, la discontinuité ne 
peut être qu'un saut brusque (Chap. III, n** 10), et il vient 

les symboles f(^x + o), f{^x — o) ayant ici le sens qui leur a été 
attribué dans l'énoncé du présent théorème. 

Remarque, — Si une fonction à oscillation totale limitée est 
définie entre — /et 4- /, elle peut être, entre deux limites plus 
rapprochées ( — A, H- X), représentée d'une infinité de manières 
par une série trigonométrique. Soit, en effet, y un nombre 
quelconque, compris entre X et /. Il est évident, d'après ce qui 
précède, que /(^) peut être représentée par une série de Fourier 
dans laquelle les coefficients ont les valeurs suivantes : 



Ao-^ — / f{u)du, 

I r^^ 

Xm— - I f(u)cosmudu, 
B/;, — - / /{u)sïnmudu: 

ty_ Y 



ce qui donne autant de développements qu'on veut, y étant un 
nombre arbitraire, assujetti à la seule condition d'être compris 
entre X et /. Chacun de ces développements représentera la fonc- 
tion /(x) dans l'intervalle ( — A, -i-X). 



CHAPITRE X. 



NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES ET APPLICATIONS 
A LA THÉORIE DES FONCTIONS d'uNE SEULE VARIABLE. 



Diverses questions de la théorie des fonctions d'une variable 
exigent, pour être traitées rigoureusement, qu'on se réfère à cer- 
taines propriétés des fonctions de deux, ou plusieurs variables in- 
dépendantes. Nous réunissons dans un même Chapitre les pre- 
mières notions relatives à ces fonctions et l'exposé des questions 
qui en dépendent : fonctions composées, fonctions implicites, 
intégration de l'équation différentielle du premier ordre. 

I. — Définition d'une fonction de deux vai'iables. 

1. Nous disons qu'un couple de nombres x^y appartient à la 
région (x©, jKo 1 X, Y) si x est compris entre a:© et X et j^ entre y© 
et Y. Si, à un couple quelconque de nombres x^ y appartenant à 
une certaine région, on fait correspondre soit un nombre ^, soit 
une suite convergente ^«, z^^ ..., z^^^ ..., ce nombre z ou l'un 
quelconque des termes de la suite, à partir d'un rang suffisamment 
éloigné, sera dit une fonction des deux variables x et y et dési- 
gné parle symbole /(x,jk). 

Il est toujours entendu {Cf, Chap. II, n® 3) que /{x^y) ne 
dépend que des valeurs x, y elles-mêmes, non de la forme sous 
laquelle on pourrait les donner; c'est-à-dire que, si x et x' sont 
deux fractions équivalentes, ainsi que j^ et^, on a nécessairement 

/(^,7)=/(^',/). 

Ajoutons que toute suite ^j, ^^, . . ., -s^, . . . équivalente à la 
première est, aussi bien que celle-ci, propre à définir la fonction. 
Si, à partir d'un certain rang, les nombres d'une des deux suites ne 
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pouvaient être substitués les uns aux autres dans les calculs, ni 
Fune ni l'autre de ces suites ne pourrait être regardée comme défi- 
nissant une fonction. 



II. — Continuité des fonctions de deux variables. 

2. Les fonctions de deux variables qu'il y a le plus d'intérêt à 
considérer sont les fonctions continues* Mais la continuité de 
pareilles fonctions peut être entendue de diverses manières. 

On dit que/(;r, j^) est une fonction continue /70Mr chaque 
couple x^ y de nombres appartenant à une région {Xf^^y^] X, Y) 
si, se donnant une fraction positive e, d'ailleurs aussi petite qu'on 
voudra, on peut déterminer un nombre a tel que les deux seules 

conditions 

|A|<a, |A:|<a 

entraînent l'inégalité 

\f(x -i-h,y-h k) — /(ar, y)\<s. 

11 est bien entendu que l'on doit, dans la suite convergente qui 
définit /{^,y)^ prendre des termes assez éloignés du premier 
pour que tous ceux qui les suivent vérifient cette même inégalité. 

En général, a dépend des valeurs considérées x ely. Quand il 
n'en dépend pas et qu'il est conséquemment le même pour tous 
les couples x,y appartenant aune région (x^^yo] X, Y), la fonc- 
tion /est dite continue dans toute cette région. Il faut bien dis- 
tinguer ces deux sortes de continuité, dont la seconde est évidem- 
ment plus particulière que la première (*). 

Quand une fonction de deux variables est continue pour 
chaque couple de nombres appartenant à une région {xQ,yo ; X, Y), 
elle devient, quand on y fixej^, une fonction de x continue pour 
chaque valeur appartenant à l'intervalle (^q,X); c'est de même 
une fonction continue pour chaque valeur y quand x est fixé. 
Pareillement, si une fonction de deux variables est continue dans 
toute la région (^^o, yo ', X, Y), elle devient une fonction de Xy 



(') Dans la théorie classique, au contraire, ces deux modes de continuité se 
ramènent l'un à l'autre. 
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continue dans l'intervalle (xq, X), quand y conserve une valeur 
constante, d'ailleurs quelconque entre y^ et Y. C'est aussi une 
fonction de j^ continue dans l'intervalle (y^^ Y), quand x est fixé 
entre x^ et X. 

Mais les réciproques de ces propositions évidentes ne sont pas 
exactes. C'est ce que prouve l'exemple de la fonction 

car f{x^ y) est dans la région (o, o ; X, Y) une fonction continue 
de X quand on fixe j^ et une fonction continue dey quand c'est x 
qui reste constant. Cependant /(o:, y) n'est pas une fonction con- 
tinue dans la région considérée : elle prend dans une région 
(o, o; e, e), quelque petite qu'on la suppose, toutes les valeurs 
comprises entre — 1 12 et 1 12. En eflet, dans une telle région, le 
rapport 

X 

prend toutes les valeurs possibles ; par conséquent la fraction 



prend toutes les valeurs comprises entre son minimum — 1:2 et 
son maximum 1:2. 

3. Il faut maintenant appeler l'attention sur une espèce de con- 
tinuité des fonctions de deux variables qui n'a pas d'analogue dans 
les fonctions d'une variable. Supposons que f{x^y) soit une 
fonction continue yt^o m/* chaque valeur de x quand on attribue ky 
une valeur constante, d'ailleurs quelconque. On peut alors déter- 
miner un nombre positif a tel que, sous la seule condition 

\h\<OL, 

on ait l'inégalité 

\f{oo-^Ky)-f{x,y)\<t, 

En général, a dépend à la fois de x et dey. Quand il ne dépend 
pas de x^ la fonction est dite uniformément continue par rap- 
port à X pour la valeur considérée de y) quand a ne dépend pas 
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de x^ ni de y^ la fonction est dite uniformément continue par 
rapport à x^ quel que soit y. Cette propriété de certaines fonc- 
tions est d'un grand intérêt : elle intervient dans la démonstration 
des propositions les plus importantes du Calcul intégral. 

4. Une proposition analogue à celle que nous avons établie 
pour les fonctions d'une seule variable (Chap. III, n** 6) relie la 
convergence des suites à la continuité des fonctions de deux (ou 
de plusieurs) variables dans une région donnée. 

Théorème. — Etant données une première suite convergente 
quelconque 

^ij ^j) • • • 1 ^tit • • • ï 

appartenant à V intervalle (a'q, X), et une seconde suite con- 
vergente, également quelconque, 

yu yty •••, jK/j •••, 
si la suite 

dont les arguments sont pris dans les deux précédentes, les 
indices /i, /i«, /i2, . . ., /*, /'i, z^? • • • allant en croissant, est 
convergente, la fonction f {x ^ y) est continue dans toute la 
région {xo.yo] X,Y). 

Réciproquement, si la fonction f{x^y) est continue dans 
toute la région considérée, la suite 

fi^n.yr), f{^n,,yn)j f {^n,, yr,\ ■■• 

est convergente quelles que soient les deux suites 

xij 072, •.., o?„, ...; yij yzi ..., y^ •••j 

pourvu qu'elles appartiennent respectivement aux intervalles 

{xo, X) et {yoy Y). 

Nous ne donnerons pas la démonstration de cet énoncé, qu'il 
serait facile de calquer sur celle de la propriété que nous venons 
de rappeler. Nous indiquerons seulement ici comment il faut 
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former la suite (i). Le symbole f{Xn^yr) est l'un quelconque des 
termes d'une suite 

^1, Zi, . . ., -SjjLî • • • ; 

de même, f{x„^^y^^) est un terme d'une suite 
^1, ^j, ..., z^,^ ... 

et ainsi des autres; la suite (i) est formée des termes z^- z^,^ . . ., 
les indices jji, jji', ... allant en croissant, d'une manière abso- 
lument quelconque d'ailleurs. 

Nous avons montré (Chap. I, n® 18) que, si l'on remplace jji, 
[ji', . . . par n'importe quels indices respectivement plus grands, 
la nouvelle suite est convergente et équivalente à la suite z^^ 
z'^.^ ... ; autrement il n'y aurait pas lieu de considérer la suite (i). 

III. — Dérivées partielles et différentielle totale. 

5. Si une fonction de deux variables f{x^ y) est continue par 
rapport à l'une d'elles, x par exemple, pour chaque valeur or, 
lorsqu'on attribue ky une valeur constante, d'ailleurs arbitraire, 
il peut se faire que/(a;,j^), considérée comme fonction de x^ 
admette une dérivée. Ce sera la dérivée partielle de f{x^ y) par 
rapport à x. On la représente par le symbole /'^{x^ y). 

Il faut distinguer ici une sorte de dérivation qui n'a pas son 
analogue dans les fonctions d'une seule variable. Si f{x^ y) 
admet une dérivée partielle fx^x^y) pour le couple (a:, y), on 
peut, étant donnée une fraction positive e aussi petite qu'on 
voudra, déterminer un nombre positif a tel que, sous la seule 
condition 

I A 1< a, 
on ait l'inégalité 



-fxi^^y) 



<£. 



En général, a dépend à la fois de x et de y. S'il ne dépend ni 
fie x^ ni dejK, la fonction f{x^y) sera dite uniformément diffé- 
rentiable par rapport à x^ quel que soit y. Cette propriété im- 
portante intervient dans diverses propositions du Calcul intégral, 
pour en limiter l'extension. 
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Une fonclion de deux variables admettanl des dérivées par- 
tielles par rapport à chacune d'elles, on appelle différentielle 
totale de celte fonction la somme des produits de chacune d'elles 
par l'accroissement de la variable correspondante. 

Ici se pose une question qui domine toute la théorie des fonc- 
tions de plusieurs variables. Donnons aux variables x ti y des 
accroissements A^ et Aj^; il en résulte pour la fonction / un ac- 
croissement 

V = /(^ 4- Ax, 7 -i- t^y) —f{x, y), 

qu'il est naturel de comparer à la différentielle totale 

f^b^-^f^t^y. 

Est-il possible de choisir les accroissements Ar et ^y assez 
petits pour que V accroissement de la fonction et sa différen- 
tielle totale diffèrent Vun de Vautre aussi peu qu^on voudra? 
Telle est la question que nous avons en vue et à laquelle nous 
allons, dans un cas très étendu, donner une réponse affirmative. 

Nos hypothèses seront les suivantes : 

1** Dans la région (^oîJKo? X, Y), la fonction/ admet pour 
tous les couples {x^y) des dérivées partielles y^,^ déterminées, 
mais qui ne sont pas nécessairement finies; 

2® La fonction /est uniformément différentiable par rapport à 
l'une des variables, x par exemple, quel que soit y] d'où il ré- 
sulte que la dérivée partielle /^(x,j^) est une fonction continue 
pour chaque valeur j^. 

Cela posé, on a identiquement 

t^f = fKx — ^^y — t^y)—f{x, y-r-Sy)^f{x,y-h i^y)—fix,y). 

Nous pouvons nous donner une fraction positive e, aussi petite 
que nous voudrons, et déterminer un nombre ^ tel que, sous la 
seule condition 

on ait, en désignant par k un entier positif qu'il est avantageux 
d'introduire en vue de ce qui suivra, 

G. H. - I. i3 
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d'après Thypothèse 2", le nombre ^ ne dépend pas de y; il restera 
donc le même quand cette variable passera de la valeur y + Ay à 
la valeur y. 

D'autre part, on peut calculer un nombre positif y tel que, sous 
la seule condition 

on ait l'inégalité 

I Ar 



-fyi^.y) 



<r 



En même temps, à cause de l'hypothèse 2®, on peut supposer y 
assez petit pour vérifier l'inégalité 

|/;(^,j.-HA^)-/i(.r,^)|<i. 

Il est donc permis d'écrire 

(-i<e, 6'<i); 
il suffit ici de prendre k = i pour obtenir l'inégalité 



I A/ - /; Aa? - /; Aj^ |< e i 2 I Aa: I + i AjK I 



qui répond à la question. 

Remarque. — Les hypothèses sur lesquelles nous avons fondé 
notre démonstration sont beaucoup moins restrictives que celles 
sur lesquelles on s'appuie d'ordinaire, quand, appliquant la for- 
mule des accroissements finis, on suppose les dérivées partielles 
continues par rapport à l'une et à l'autre des variables. 

Cette remarque est importante à beaucoup d'égards et notam- 
ment à celui-ci : 

C'est sur la propriété précédente que repose la démonstration 
des conditions d'existence d'une fonction analytique d'une va- 
riable complexe; une telle fonction est, en général, holomorphe 
aux environs d'un point pris au hasard dans le plan, c'est-à-dire 
que, dans un domaine suffisamment petit, elle admet des dérivées 
de tous les ordres et peut être développée en série de Taylor. 11 
y a donc intérêt à faire le moins possible d'hypothèses pour être 
assuré que la fonction jouit de ces propriétés. 
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IV. — Fonctions composées. 

6. Existence, — On donne une fonction de deux variables 
/(m, v) définie dans toute la région («q, Vq\ U, V); on suppose 
que u Q\, s? sont deux fonctions de œ^ 

a = cp(a7), ç = ^{x), 

définies dans un intervalle (^o^X). Il s'agit de savoir si /{u^ v) 
est une fonction de or, qu'on appellera alors une fonction com- 
posée de œ. 

U n'en est pas ainsi en général. Mais il y a un cas où le 
théorème du n® 4 permet de répondre affirmativement. C'est 
celui où la fonction /{u, r) est continue dans toule la région 
(mo, Vol U, V), les quatre lettres ayant les significations sui- 
vantes : 

ao=c?(xo), (^0=4^(^0), U = cp(X), V=vKX). 

En effet, à une valeur donnée x, intermédiaire entre Xo et X, 
correspondent deux suites convergentes : 

Mj, Ut, ..., Un, ...; Vi, (^2, .-., t'r, 

Si l'on forme les couples («/«, ç^/.)? ("n,? ^r, )? • • • » la suite 

f{Un,Vn)y /(Un.yVr,), ... 

est convergente en vertu de la continuité de /(w, v). D'ailleurs, 
toute suite formée d'une manière analogue avec des termes 
affectés d'indices plus grands est équivalente à celle-ci. Celte 
suite, correspondant à une valeur déterminée x, définit une fonc- 
tion de X, 

On volt, au contraire, que, si la fonction /n'était pas continue, 
la suite ci-dessus pourrait être divergente et ne définirait pas une 
fonction de x. 

7. Dérivée, — Pour trouver la dérivée d'une fonction compo- 
sée, nous ferons les hypothèses suivantes : 

1** Les fonctions u =^ f (^) et v = ^{x) ont des dérivées déter- 
minées^ mais pas nécessairement finies, dans l'intervalle (:Co,X); 
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2° La fonction f{u^v) est continue dans toute la région 
(Wqî^oî U, V) précédemment définie; 

3** Elle est, dans toute cette région, uniformément différen- 
tiable par rapport à chacune des variables, quelle que soit l'autre, 
ce qui entraîne que /^ et /^ soient continues par rapport aux 
deux variables dans toute la région. 

D'après l'hypothèse 2** et la démonstration du paragraphe pré- 
cédent, f{u, v) est une fonction de x. 

D'après Thjpothèse 3**, il en est de même de /^ et de /^. 

On voit de plus que les deux hj'potlièses entraînent les hypo- 
thèses beaucoup moins restrictives que nous avons faites (n^* 5) 
pour établir la formule qui donne l'accroissement A/ d'une fonc- 
tion de deux variables; de sorte que nous pouvons appliquer cette 
formule. 

A une valeur x correspondent deux suites convergentes : 

et à X -h Aj; deux suites convergentes Un-h ^Unj i^/iH-A^„. Nous 
avons donc, d'après la formule (2), 

SOUS les seules conditions 

(3) lAa«|<p, 1Ap,J<y, 

les nombres ^ et y pouvant être calculés quand on se donne e 
et A" (nous déterminerons k un peu plus loin); ces nombres, en 
vertu de l'hypothèse 3°, ne dépendent ni de w, ni de ç'. 

Or on peut déterminer un nombre positif a' tel que l'inégalité 

entraîne les deux suivantes : 









Alors \^Un\ sera moindre qu'un certain nombre P'; nous le 
prendrons inférieur au plus petit des deux nombres ^ et P'. Pareil- 
lement A(^,i sera moindre qu'un certain nombre y'; nous le pren- 
drons inférieur au plus petit des deux nombres y et y'. Pour satis- 



[f(x)H.â'i] 
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faire à ces deux nouvelles conditions, | Ax | devra être moindre 
qu'un certain nombre a; nous le prendrons inférieur au plus 
petit des deux nombres a et a'. Moyennant cette limitation, nous 
aurons 

+ [/;.f««>«'«)^-e'i 

ou bien, en eOectuant, 

(4) ^=/;,.?'-^A'y-|[5/^,-3'A^-^o?'+9'f+(aSe+S'e')i]. 

Soit M la plus grande des valeurs absolues de /^ et de fl dans 
toute la région, valeurs qui sont certainement limitées, puisque 
ces deux fonctions, étant continues dans la région, restent finies. 
Le troisième terme du second membre est évidemment inférieur 
en valeur absolue à 



[^2M -- 2 I o7x) IH- I f (:r) i -^ ^1 . 



On peut donc, connaissant seulement x, disposer de k de ma- 
nière que ce terme complémentaire soit en valeur absolue inférieur 
à e. Dès lors, quand on fait tendre Ax vers zéro suivant une loi 
quelconque, les quotients A/:A^ forment une suite équivalente à 
celle qui a pour terme général 

Or celle-ci est convergente, car/^ ^^ /l sont des fonctions con- 
tinues de uei desf dans toute la région considérée. Donc la fonc- 
tion composée / admet une dérivée donnée par la formule 

Ainsi se trouve établie, sous les hypothèses spécifiées, la règle 
de diOérentiation des fonctions composées (*). 



(') Oa a dû remarquer, dans celle déaioastration, le rôle de rhjrpothèse 
d'après laquelle ? et y sont indépendants de u et de v. S'il n'en était pas ainsi, 
il se pourrait que ^ ou y lendit Ters zéro, quand Tindice n croit indéfiniment. 
Le nombre a tendrait alors aussi vers zéro et il serait impossible d'assigner un 
interyalle, si petit qu'il fût, où Tégalité (4) eût lieu. 
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On en déduirait sans peine la dérivée de la somme u-{- v^ du 
produit uVj du quotient ulv de deux fonctions douées de dérivée 
dans un intervalle (xc X); en effet, les trois fonctions /(w, i^) 
correspondantes sont continues et uniformément différentiables 
par rapport k u et à v dans toute région (la dernière, pourvu que v 
ne s'annule pas). 

Mais nous nMnsisterons pas sur ces résultats, qui s'obtiennent 
directement (Chap. V, n®7). 



V. — Formule des accroissements finis pour les fonctions 
de deux variables. 

8. Soit /(^, y) une fonction de deux variables qui, dans la 
région (a:o,jKo ; X, Y), sera supposée uniformément différentiable 
par rapport à chacune des variables quelle que soit l'autre, et 
soient (^, y), (^+A, y-i-k)deiix couples appartenant à cette 
région. Nous allons démontrer qu'on peut écrire 

f{x -^h,y-\-k) —f{x, y) 

= hfj.(x-h bh.y-h %k) -h kfy(x -h 6 A, j^ -h 6A^), 

8 étant un certain nombre compris entre zéro et l'unité. 
A cet effet, nous considérerons la fonction auxiliaire 

f{x-+-hr,y-i-kt), 

qui dépend de la nouvelle variable ^, par l'intermédiaire des deux 

fonctions 

u = X -\- ht, ç = y -\- kt. 

Des hypothèses que nous faisons ici il résulte que /(m, v) est 
continue dans une région relativement aux variables u el v\ c'est 
donc (n® 6) une fonction composée de t 

dans un intervalle qui comprend zéro et l'unité, et tout revient à 
exprimer la différence 

F(i) - F(o) =/(a? -^h,y-h k)-f{x, y). 

Nous démontrerons dans un instant que F(^) est uniformément 
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différenliable dans cet intervalle, qui comprend (o, i) : on a donc, 
en appliquant le théorème des accroissements finis (Chap. VI, 

F(i) — F(o ) = F'(e) (o < < I). 

Or la règle du paragraphe précédent donne 

F'(0 = ^A^-V^ 

Remplaçant u elv par leurs valeurs et faisant ^ = i , nous obte- 
nons la formule annoncée. 

Prouvons maintenant que F(^) est uniformément diflférentiable. 
Soit t' une valeur voisine de ^, dans Tintervalle (o, i) et posons 

u' = X -\- ht\ t»' = y -h kl* . 

Je dis qu^étant donnée une fraction positive e, aussi petite qu'on 
voudra, on peut trouver un nombre a indépendant de t et tel que, 
sous la seule condition 

!^'-^l<a, 
on ait 



F'(0 



< 



Cette inégalité n'est autre que 

Nous écrirons son premier membre comme suit : 

Cette expression est visiblement inférieure à la somme 



V — V 



Or, d'après nos hypothèses, /(m, v) est uniformément diflfé- 
rentiable par rapport à chacune des variables, quelle que soit 
l'autre. On peut donc, étant donnée une fraction positive y) aussi 
petite qu'on voudra, déterminer deux nombres ^ et y, indépen- 
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dants de u et de v, tels que les deux inégalités 

!«'-«!<?, |„'_^|<Y 
entraînent les deux suivantes : 

f(u',v')—f{u, y') 



« — M 

f{u,y')-f{u,v) 









car u' et v' appartiennent comme m et (^ à la région dans laquelle 
f{u, v) jouit de la propriété invoquée. On a donc 



f(u',v')-/(u,v') 



=f'u{u,v)^^r, (-iO<i), 



Mais, à cause de la continuité de /^ par rapport à v', nous pou- 
vons supposer y assez petit pour qu'on ait 

Tenant compte de ces divers résultats, on trouve 

S = T){|â-f-6i||/i|-f-|&'||Â:||, 



ou bien 



S < ; 2 1 /i I + U I T,. 



Il est donc très facile de disposer de y\ de manière à rendre S 
plus petit que la fraction donnée e, ce qui achève la démon- 
stration. 

VI. — Fonctions implicites. 

9. Etant donnée une fonction de deux variables f{oc^y)^ on a 
fréquemment à se demander si, pour chacune des valeurs x com- 
prises dans un certain intervalle, il existe un nombre y qui, asso- 
cié avec x^ rende f{Xy y) nulle, ou plutôt une suite conver- 
gente y^,JK2, • • •> y'n'i • • • ^^^^^ ^"^ '^ suite 

ail pour limite zéro. On peut, sous certaines conditions que nous 
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allons préciser, démontrer l'existence d'une pareille suite, qui 
définira j^ comme fonction implicite de x. 

Nous supposerons que, dans une certaine région (a, b\ A, B), 
la fonction f{x^y) soit uniformément différentiable par rapport 
à chacune des variables, quelle que soit l'autre. A un certain 
nombre Xq^ appartenant à l'intervalle (a, A), correspondra, par 
hypothèse, une suite convergente jK4>JK2î •••> JK/ï? ••• comprise 
dans l'intervalle (6, B) et telle que /(^/ï,JK«) tende vers zéro 
quand n croît indéfiniment. Enfin la dérivée partielle /'(^, ^) 
ne s'annulera pas dans la région considérée; c'est-à-dire que 
son module restera, dans toute la région^ supérieur à un nombre 
qu'on pourrait calculer. 

Soit j^o un terme de rang suffisamment éloigné dans la suite yi, 
J^2j • • -îJK/ïi Nous montrerons qu'à tout nombre Xq-^ h, voi- 
sin de ^o, correspond une suite convergente A* i, A"2î • ••7^/ïi ..et 
une seule telle que la suite 

f{xo-\-h,yQ-\-kn) {n = 1,1, 3, ...) 

converge vers zéro. 

Appliquons la formule des accroissements finis au développe- 
ment de 

f{xo-\-h, yo-hk) --/(^o,ro)» 

le couple {xo -1- A, j^o+ ^) étant provisoirement quelconque dans 
la région considérée. Nous aurons 

et le premier terme du second membre sera, en valeur absolue, 
aussi petit qu'on voudra. 

Je dis que, h étant donné, on pourra disposer de | A"|, de ma- 
nière que le second membre ait le signe de k. En effet, les dérivées 
partielles/^ et/^ étant continues dans la région considérée, leurs 
modules sont compris respectivement entre des limites inférieure 

et supérieure 

m<\fa:\<M, n<\fy\<N. 

En conséquence, on a nécessairement 

I h/r.ixo-i- e A, j^o+ 6A:) |< I A I M, 1 A/^Jaro-f-ÔA, yo-^^k) >\k\n. 
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Il suffit donc de prendre 

|^|>|A|^ 

pour que le terme en k donne son signe au second membre : or 
cela est possible, puisque n, en vertu de l'hypothèse faîte sur^^, 
n'est certainement pas nul. Ayant ainsi choisi A", on est assuré que 
les deux nombres 

seront de signe contraire. On peut d'ailleurs faire \h\ assez 
petit pour que les deux valeurs (^o— ^) appartiennent à l'inter- 
valle (6, B), où la fonction y jouit, entre autres propriétés, de 
celle d'être, quand preste constant, une fonction continue dey, 
et de plus une fonction croissante (ou décroissante), puisque sa 
dérivée yi, ne s'annulant pas, garde dans tout cet intervalle le 
signe de jÇX^o>^o)- Dès lors, en vertu de deux théorèmes dé- 
montrés au Chapitre IV (n°* 2 et 3), l'équation 

admet une racine et une seule comprise entre y^ — k et ^q + ^• 
Par là est démontrée l'existence d'une fonction implicite et d'une 
seule, qui prend la valeur j^q pour x = Xq. 

Cette fonction y est continue pour toute valeur de x pour 
laquelle elle existe; car à l'accroissement h de la variable corres- 
pond, pourj^, un accroissement k qui est un terme de la suite k^^ 
Â^a, ... dont l'existence a été implicitement établie ci-dessus, et 
Ton a vu que les modules de ces termes sont dans un rapport fini 
avec] A |. 

Mais il y a plus. Lorsque A", dans la formule (5), désigne cet 
accroissement, le premier terme, de même que /(^o> J^o)> est 
aussi petit qu'on veut, et cela quel que soit h. On voit donc que 
cette équation peut s'écrire 

^ ^ /;„(.ro-i- 6/1,70-4-6 A:) e 
Comme, d'autre part, les dérivées partielles /^ et fy sont des 
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fonctions continues des deux variables, elles se réduisent respec- 
tivement à/^(^o, j^o)» JrX^ojyo) quand h devient nul. 

De tout cela nous concluons que la fonction implicite j^ admet 
une dérivée, et que cette dérivée est donnée par la formule 

/dy\ ^ /r,(^o^7o) ^ 
oùyo ^ Isi signification que nous avons précisée plus haut. 



VII. — Équation différentielle du premier ordre. 

10. Étant donnée une fonction de deux variables /(^, y) 
définie dans une certaine région et assujettie à des conditions, 
d'ailleurs très larges, que nous indiquerons tout à Theure, il s'agit 
de trouver une fonction y de la seule variable x dont la dérivée 
ait pour tout nombre x la même valeur que f{x^y) et qui, 
pour^ = ^Oî prenne une valeur donnée ^q. La solution de ce 
problème comporte une double recherche : d'abord, celle du pro- 
cédé numérique par lequel on peut calculer les valeurs Ae y pour 
les diverses valeurs de la variable; ensuite, celle de l'amplitude 
de l'inlervalle dans lequel ce procédé est applicable et qui ne 
peut, bien entendu, jamais s'étendre au delà de l'intervalle dans 
lequel est définie la fonction /(:r,j') quand on y attribue ky une 
valeur constante. 

Nous ferons trois hypothèses sur la fonction /(^, j). 

I® Elle est définie dans une région comprenant le couple 
(^o> J^o)> c'est-à-dire pour tous les couples (x^y) satisfaisant aux 
deux inégalités 

• x — XQ\<a, \y—yo\ <b, 

où a et è sont deux nombres positifs donnés. 

2® La fonction /(^,j^) est continue dans toute cette région au 
sens précisé plus haut (n^* 2), c'est-à-dire que, s'étant donné une 
fonction positive e aussi petite qu'on voudra, on peut trouver un 
nombre yj dépendant seulement de e et tel que û{x^y) el{x'^y) 
sont deux couples quelconques appartenant à la région et assu- 
jettis aux seules conditions 

\x' — x\<7i, \y-y\<r\y 
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on ait l'inégalité 

i/(^',y)-/(^,r)i<s. 

i^ On peut calculer un nombre positif k tel que l'on ait 



y -y 



<k, 



x^y^y' étant absolument quelconques dans la région considérée. 
Cette dernière hypothèse, due à Lipschitz, est évidemment réa- 
lisée quand la fonction f{oc.^y) admet une dérivée/^ toujours 
finie. 

11. Cela posé, considérons une valeur x^ telle que le module 
de ^ — Xq soit inférieur au plus petit des deux nombres aeibl M, 
M étant la limite supérieure de la fonction y(^,^) dans toute la 
région où elle est définie; puis divisons rintervalle (xq^ x) en 
n autres, au moyen des nombres intermédiaires x^^x^^ . . ., x^_^ ; 
enfin, calculons une suite de nombres ^^4,^^21 • • -^ Xn ^^^ '^s for- 
mules 



Il faut d'abord montrer que les valeurs ainsi calculées ne sortent 
pas de la région dans laquelle f{x,y) est définie. Or, si Ton 
ajoute membre à membre les r premières des équations ci-dessus 

et qu'on remplace /(^o? JKo) 5 /(^«> JKO' " -> P^^ '^ nombre plus 
grand M, on trouve 

yr—y^< ^\Xr—X^\, 

parce que les x se succèdent par ordre de grandeur croissante (ou 
décroissante), et comme on a 

il en résulte bien 

IjKr — roi <*• 

Ainsi, yr est compris dans la région considérée, quel que soit 
l'indice r, entre 1 et /i. 

Il s'agit maintenant de prouver que, par ce procédé, nous for- 
mons effectivement une fonction y de x\ c'est-à-dire que, si nous 
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multiplions le nombre des intervalles et si nous en diminuons 
indéfiniment l'amplitude suivant une loi quelconque, les diverses 
valeurs y^ correspondant au même nombre x forment une suite 
convergente. 

Considérons d'abord une première loi de subdivision, dans 
laquelle on ne fait que fractionner les anciens intervalles, en 
conservant leurs extrémités. La première division que nous en- 
visageons est telle que, si ûCî et Xî^i en sont deux termes consé- 
cutifs quelconques, on ait 

(6) l/(^/-4-i,ri-+0— /(^/^7')l <£» 

e étant une fraction qu'on se donne. C'est ce que l'on peut tou- 
jours réaliser : en effet, quand j^/ est connu, yi^^ est fourni par la 
formule 

qui entraîne l'inégalité 

\yi+\~yi\ <M\xi+^ — Xi\] 

on peut dbnc choisir xt^^ — JC/, dont on dispose, de façon à avoir 

\Xi+^--Xi\ <ri, \yi^\—yi\ < ri, 

inégalités qui, diaprés l'hypothèse 2*^, entraînent l'inégalité dont 
il s'agit. 

Nous passons maintenant à une subdivision dans laquelle tous 
les nombres tels que Xi et Xi_^i sont conservés, mais qui en in- 
tercale d'autres, Ç,, ^2j • ••> ?a-M entre ces deux-là. 

Nous désignerons par y'^, u,, Ua, ..., tJa-M JK/+4> les valeurs 
de^, toujours calculées par le même procédé, qui correspondent 
aux nombres xi^ Çi, ^25 • • ? ?a-4î ^i^i et nous nous proposerons, 
supposant connue la différence y) — yi^ d'évaluer la différence 
y'i+i — yi+i- Or, nous avons 

^1 —y'i = A^h y'i) ($1 — ^i)^ 
A cause de l'inégalité (6), cette dernière relation peut s'écrire 

^î-ui = [/(^oy^)-+-e2Ê]($i-$i) (-i<e2<i). 
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On aura des expressions analogues pour les différences sui- 
vantes, dont la dernière est 

r;>i-^a-i=l/(^/,y/)-^ea-ie](^/-M-?a-i) (-l<ea-|<i). 
Ajoutons membre à membre toutes ces égalités; nous trouvons 

(7) r;>i--r/=[/(^/>y/)-^^e](^/+i-^/) (-i<2r<i), 

parce que les x se succèdent par ordre de grandeur croissante 
(ou décroissante). 

Faisons maintenant usage de l'hypothèse 3". Elle nous permet 
d'écrire 

A^h y'i) =Ao^h yt) -+- ©^(7/ -//) ( - k e < i). 

Substituons cette expression dans la relation (7) et rappro- 
chons-en celle-ci : 

Nous obtiendrons, par soustraction, 

(rî+i -yM) - (y'i —yi) = (^/+i - ^/) l^Hy'i -yt) -^ Oe], 

d'où résulte 

1(^/4-1 —yi+i) — (y'i~yi)\ < | ^/-hi~ •^* | \^\y'i—yi | -+- e}, 

ou, à plus forte raison, 

lr/4.1— r/H-i 1-1 Y— jkI < l^/4-i-^/l \^\y'i-yi\-^^\- 

Telle est l'inégalité que nous avions en vue. Nous la mettrons 
sous la forme équivalente 

IZ/vi — 7*H-il -^ l< \\y'i-yi I -^ I J I) -^ ^ I ^m- ^/| j, 

et nous l'appliquerons à tous les nombres ^0? ^m ^2? •••> ^«-i? 
Xu^=^x de la première division en nous rappelant que^'p=j^oî 
de sorte que, pour i=: o, on a simplement 

\y\-yi\-^j< \ jn-A:|^i — ^ol|. 

Multiplions cette inégalité membre à membre avec les suivantes 

J'/+; — 7/+I I - I < [1//— 7/1 + I J h -^ k\Xi^,'^Xi\ j 

(t= i,-2, ..., n — I); 
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nous obtIendroDs 

Or, quand kx est positif, on a 

i-hkx <,e^'. 

Les Xi se succèdent par ordre de grandeur croissante ou dé- 
croissante; l'inégalité précédente pourra donc s'écrire 

(8) ij^;-r«i<||«*''-'-'~-«!. 

Nous avons précisé quelle était la subdivision à partir de 
laquelle cette inégalité a lieu. Elle prouve que les y obtenus par 
le procédé indiqué, en fractionnant de plus en plus les intervalles, 
tout en conservant à chaque nouvelle subdivision les extrémités 
des intervalles de la subdivision précédente, forment une suite 
convergente. 

Donnons-nous maintenant deux lois de subdivision absolument 
quelconques; à un certain degré de fractionnement de l'inter- 
valle (^Tq, x)y on aura, pour l'un et pour l'autre mode de subdi- 
vision, 

|/(^/+i,jr/-hi)— /(a?/, j-/)l <£. 

Soient alors Y et j' les valeurs que les deux lois de subdivision 
font correspondre au nombre x; il suffit de superposer les deux 
divisions et de les comparer l'une et l'autre à la division auxiliaire 
ainsi obtenue pour conclure de l'inégalité (8) 

En conséquence, nous avons bien, par notre procédé, formé 
une fonction j^ de la variable ^, dans le sens que nous donnons à 
ce mot. Cette fonction est égale àyo pour x =^ Xq, et elle est dé- 
finie de part et d'autre de Xq dans un intervalle dont l'amplitude 
est égale au plus petit des deux nombres a et blM, 

12. Il reste à faire voir que la fonction y formée par le pro- 
cédé ci-dessus satisfait à la question, c'est-à-dire qu'elle admet 
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une dérivée égale ^ f{oc^y). Précisons le sens de ces termes. 
Pour la valeur x^ la fonction est définie par une certaine suite 
convergente que nous savons former et pour la valeur voisine x' 
par une autre suite convergente ; nous pouvons, sans inconvénient, 
représenter ces deux suites, Tune par ^^4,^2» '-^^ynt •••) l'autre 

Il faut montrer que, se donnant une fraction positive e', si petite 
qu'elle soit, on peut prendre \x' — x\ assez petit, mais d'ailleurs 
quelconque, pour qu'on ait 



(9) 






<e' 



pour des valeurs quelconques, mais suffisamment grandes, de m 
et 71. Or on sait (Chap. V, n** 4) qu'il suffit de prouver Texislence 
de la dérivée, à l'aide d'une certaine suite convergente, définissant 
la fonction : l'existence de cette dérivée se trouve par cela même 
établie, lorsque la fonction est définie par toute autre suite équi- 
valente. 

Nous pouvons donc supposer la suite j^^, j^'^j •••?^//î ••• obte- 
nue grâce à des subdivisions de plus en plus serrées de l'inter- 
valle (^0; ^') mais dans lesquelles le nombre x sera toujours pris 
comme limite d'un intervalle. Cette remarque nous permet d'opé- 
rer, pour former la suite j^^, sur les nombres x et x\ comme nous 
avons opéré plus haut (n** 11 ) en vue d'obtenir la suite convergente 
qui définit j^ pour la valeur x. Nous considérerons donc l'intervalle 
{x, x') en faisant correspondre au nombre x la valeur j^,;,, et nous 
pourrons prendre comme premier terme j^^ de la suite à former 
le nombre obtenu par l'application de notre procédé général à 
l'intervalle {x^ x'), savoir : 

Après un nombre quelconque de fractionnements successifs de 
l'intervalle (x, x')^ nous obtiendrons, par l'application du même 
procédé, une certaine valeur y^ et nous savons que l'on a, les no- 
tations du n® H étant ici changées, 

w-r;.i<li«*'-'--'-«|. 
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pourvu que l'unique întervalle (^, x^) de la division initiale satis- 
fasse aux deux conditions 

\X'—X\ <7), M\X' — X\ <7), 

grâce auxquelles a lieu l'inégalité 

i/(^',r;)~/(^,ym)i<e. 

On peut alors écrire 

yx-y'n = e I je*u'-^i-- 1} (- , < 6 < I) 

et, remplaçant j^'^ par sa valeur, on trouve 

Or on peut prendre e, et par suite tj, assez petits pour que l'on 
ait 

D'autre part, si l'indice m est suffisamment grand, f{x^jm) 
différera de f{x^ Xm^p) de moins de e': 2 à cause de la con- 
tinuité de la fonction /par rapport à y. De là et de tout ce qui 
précède résulte bien l'inégalité (9) qu'il s'agissait d'établir. 

Il est facile d'aller plus loin et de montrer que la fonction y est 
uniformément différentiahle dans tout l'intervalle où elle est 
définie. En effet, l'intervalle (^, x^) étant très petit, le module 
de ^' — X est moindre que l'unité et l'on vérifiera, à plus forte 
raison, l'inégalité (10) si l'on détermine e par la condition 

|(e*-.)<f 

Mais à un nombre e ainsi choisi correspond, pour le module 
de X — x\ une limite supérieure r^ (ou 7^ : M si M est plus grand 
que l'unité) qui est absolument indépendante de x d'après sa défi- 
nition même (n® H). Donc la fonction y est une fonction unifor- 
mément différentiable de x» 

G. R. - I. i4 
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13. Théorème. — V intégrale y^ définie par ce qui précède, 
est la seule fonction uniformément différentiable qui satis- 
fasse à V équation 

et qui prenne la valeur y q pour xr= Xq, 

Supposons, en effet, qu'il en existe une autre; on pourra la 
représenter par y -\- z, 

La fonction z{x) devra se réduire à zéro pour ^ = ^o? être uni- 
formément différentiable et satisfaire à l'équation 

dz 

(il) ^ =/(^5r-»-«)— /(^,7)- 

Or, en vertu de l'hypothèse 3° du n° 10, on a 

z 

6 étant une fonction de x^ àey et de z dont la valeur reste com- 
prise entre — i et H- i . C'est une fonction continue de x^ àe y et 
de z dans toute la région où elle est définie, sauf pour z^=o. 
Si l'on suppose la fonction z exprimée au moyen de x et 
qu'on la substitue ainsi que y dans la fonction 6, la différence 
f{Xj y-i-z) — /(^, y) est une fonction de x (n° 6) parce que y 
et z^ étant uniformément différentiables, sont des fonctions con- 
tinues de X. Cette différence divisée par z est une fonction de x] 
donc enfin 6 devient une fonction de x, que nous appellerons ^(x) 
et dont le module restera inférieur à l'unité. Par suite, l'équa- 
tion (il) prend la forme 

Elle est évidemment vérifiée si la fonction z est constamment 
nulle. Nous allons montrer qu'on ne peut supposer z^ o. Dans 
cette hypothèse, en effet, on divisera les deux membres par z, ce 
qui donne 

Or, z étant uniformément différentiable, log^ l'est aussi et, en 
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vertu d'une proposition fondamentale (Chap. IX, n® 5) sur les 
fonctions primitives uniformément difTérentîables, on a nécessai- 
rement 



\ogz — \ogzi = k 1 '^(x)dx, 



le nombre ^4 étant arbitraire dans un certain intervalle qui com- 
prend Xq^ mais ne pouvant être pris égal à œo lui-même (à cause 
de la condition z = o pour x = a:o); quant à 5^, c'est la valeur 
qu'on peut assigner arbitrairement à z pour x = Xi. On peut donc 
écrire 

log— —ki '^{x)dx. 

Mais, d'après ce que nous savons de la fonction '^{x), on a 

<\xx — x\. 



Je 
] '^{x)dx 

d'où résulte 



log- 



Z\ 



<k\xi — x\ 



Or on peut choisir ^Ti aussi voisin qu'on veut de x^. Alors, à 
cause de la continuité de 5, la valeur z^ est très petite, de sorte 
que l'inégalité précédente est impossible. En conséquence, la 
seule hypothèse qu'on puisse faire sur z est que cette fonction 
soit constamment nulle, ce qui démontre le théorème. 



FIN. 
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